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ANNALES 
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DE 


L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE. 


SUR UNE ÉQUATION 


DÉRIVÉES PARTIELLES DU SECOND ORDRE, 


CORRESPONDANT A UN ÉQUILIBRE CALORIFIQUE; 


Par M. Emme PICARD. 


On sait que Beltrami a généralisé l’équation de Laplace en consi- 
dérant sur une surface fermée dont l’élément linéaire est donné par 


ds? = Edu? + 2F du de + G dv? 
l'équation 


| av av OV. ov 
(oer a 
eM du À VEG—F: / d\ VEG—F 


et cette équation est invariante pour un changement de variables fait 
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10 É. PICARD. 
sur u et ¢. On a considéré d’une manière plus générale l'équation 


T IV 7 à 
0 u | 7 Sel, ON EGRNE 


ee) Whe aes =) Rey FT ae ee 
(2) Fu EG 7 0°.) EG 


Cette équation correspond, pour c(u, ¢) toujours positif, au pro- 
blème d'équilibre calorifique avec rayonnement de la surface, V dési- 
gnant la température ('). 

Ayant repris l’année dernière, dans mon Cours, l'étude de cette 
équation en la rattachant à l'équation fonctionnelle de Fredholm, je 
me propose d'indiquer ici les points principaux de cette étude (*). 


1. Désignons par AV le premier membre de l'équation de Beltrami. 
On démontre d’abord que la condition nécessaire et suffisante pour 
qu’on puisse trouver une fonction V satisfaisant à l'équation 


AV = f(u,v)VEG — F?, 


J(u, +) étant une fonction donnée, est exprimée pour celle-ci par 
ii f(u, ve) ds =o, 


où do représente l'élément de surface, c’est-à-dire 


du dy VEG — F?. 


On établit ensuite qu'il existe une solution de l’équation (2), uni- 
forme et continue sur toute la surface, sauf en un point qui correspond 
à une source avec un flux donné. En supposant le flux égal à 27, et en 
désignant par (u’, v’) le point singulier, nous désignerons cette solu- 
tion par 

Uta, ea ee 


On voit aisément que U est symétrique en (u, ) et (w’, ¢’). 
ee 

(*) Je me suis, en particulier, occupé de I’équation précédente dans ma Note : Sur 
l'équilibre calorifique d'une surface fermée rayonnant au dehors (Comptes rendus, 
5 juin 1900). 

(2) Voir aussi Comptes rendus, juin 1908. 


bi 
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2. Envisageons maintenant l’équation 
(3) AV =ic VEG—F*V, 


À étant un paramètre constant, et c une fonction du point (u, ¢) de la 
surface qui n’est pas nécessairement de signe constant. 

Nous allons chercher s'il existe une intégrale de l’équation (3) par- 
tout continue sur la surface. 

Nous considérerons, à cet effet, une autre équation 


(4) AU— c, VEG— FU, 
mais où c, est une fonction toujours positive; soit 
Uz, DONNE 


la solution de cette équation analogue a la solution de (2), que nous 
indiquions plus haut par la méme notation. 

Soit V une intégrale de (3) partout continue; on appliquera la for- 
mule de Green étendue à une surface fermée quelconque rendue sim- 
plement connexe comme dans la théorie des surfaces de Riemann au 
moyen d’un contour K. Évitant alors le point (w', ») par un petit 
contour y, la-formule de Green donne 


: 
fus VF) ds + f [(UAV—VAU) du de =o, 
dn dn 


vy 
d’ot se déduit 


(a) om (TV) + f fe—er) Do wi, © IV (iu, ) do: —= 0, 


et cette équation fonctionnelle par rapport à V est du type de l’équa- 
tion de Fredholm, un peu étendu. 

Réciproquement d’ailleurs, si V satisfait à l’équation (x), en étant 
continue sur toute la surface, on aura une solution cherchée de l’équa- 
tion (3); c’est ce qu'on voit facilement. 

Si c est toujours positif, on pourra prendre c, —c, et l'équation à 
envisager est du type ordinaire de Fredholm 


(B) HA OT + f c(u,v)U(u, 93 uw’, o') V(u, v) do —0; 
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on est de plus dans le cas très simple d’un noyau se ramenant de suite 
à un noyau symétrique à cause de la symétrie de U(u, 9; wv’, 0). 

3. Dans le cas où c est positif, l'équation (8) rentre dans un type 
d'équations de Fredholm pour lequel on sait qu'il y a une infinité de 
valeurs singulières; elles sont négatives et À — o est la première 
d’entre elles. La même propriété (quant au nombre infini des racines) 
subsiste pour l'équation (3), quel que soit le signe de c; c’est ce qui 
résulte d’une étude faite par M. Sanielevici, et qu’on trouvera dans un 
Mémoire faisant suite à cet article. Nous allons nous borner dans la 
suite au cas où c est toujours positif, cas le plus intéressant pour la 
Physique mathématique. 

Soit À, une valeur singulière pour laquelle l'équation 


(E) AV=hNCVEG—FV  (c>0) 


admet une ou plusieurs intégrales continues sur toute la sur face, linéai- 
rement indépendantes. Nous nous proposons le problème suivant : 


Soient n points sur la surface 
(ais DIR ASS RES Qi On 
et les coefficients respectifs 
APTE ota, ee 
Existe-t-il une intégrale de l'équation 
(5) AU =). ¢ VEG — E? U 


ayant les points singuliers (a;, b;), du type des sources de chaleur, avec 


le flux À;. 


La réponse à cette question sera fournie par le théorème suivant : 
Supposons qu'il existe, pour (E), v solutions partout continues 
Vers V:, rer V,; 


les conditions nécessaires et suffisantes pour que le problème proposé soit: 
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susceptible d’une solution sont exprimées par les y relations 

(C) A Va, 6,) + Az V;(@a, 05) +.-.+ A; V;(a,, b,) —=0o (ET, x, Feu) 
4. Traitons d’abord une question préliminaire. Soit l'équation 

(a) AH =1,cVEG FH + o(u, v) /EG — F°. | 


Si 9(u, ¢) est une fonction, continue sur toute la surface, prise arbi- 
trairement, cette équation en H n’aura pas de solution continue sur 
toute la surface. En nous reportant à ce que nous avons vu plus haut, 
on voit de suite que l’équation (x) équivaut a l’équation de Fredholm 


oT H(u’, °) + (Ap—1) [ fete, °)U(u, 0; u', o') H(a, ¢) do = @(u', 0’), 
en posant 


D(uw,p)—— | [U(u, v;u',v')o(u, +) do. 


Cette équation de Fredholm a un second membre et est relative à 
une valeur singulière. Appliquons la théorie générale; il faut envi- 
sager l'équation associée, qui est ici 


27mK(u',e")+(A5—1) f fee, LU aes as 9) K(u 9) do — 0: 


Elle peut s’écrire 


AS, oe Kia) 3 
Tk ——~ etai) + Gun) f fete, G) AU (a; 9324’, Durs CHERE 


Par conséquent, l'équation associée a les v solutions distinctes 
Kit v)=c(uv) Vi(u,?) (Dr eV). 


Nous aurons donc les conditions 


(€) [face vecu, p) V;(u,v)do=o rev) 


Ces conditions peuvent être transformées. Nous écrirons 


RATE = f U( ty, 013 u, v) o(u, 1) doi. 
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L’équation ci-dessus peut donc s’écrire 


fff fetes 0) Vita 0) Ua 015 te 0) 9 (itr 04) de das = 03 


mais ona 
anV,(u',v’) + (À — 0) fi fcc 0) Ua, 5 u', 0) VAUu PJ ao =e. 


d’où nous tirons 


AMIE 


IEC 0) Vile, 7) Ula, m5 4,e)d=— RER V;(u, Pi). 
0" 7 


Les conditions (e) deviennent donc 
ff Velen er) 9 01) dor 03 
elles sont nécessaires et suffisantes. 


5. Nous pouvons traiter maintenant le problème posé au para- 
graphe 3. 
Supposons d’abord qu’il existe une intégrale de l’équation 


AU = à,cVEG — FU 


ayant les points singuliers logarithmiques (a;, b;) avec le flux A. 

Je dis d’abord que les conditions (C) du paragraphe 3 sont néces- 
saires. A cet effet, appliguons la formule de Green à la fonction U, 
possédant les propriétés indiquées et dont nous supposons l’existence. 


Elle se réduit à 
ay; aU; a 
fu Hao i Tn) #=0 


le contour d’intégration étant, bien entendu, formé par les rétrosec- 
tions jointes en chaine comme dans la théorie des surfaces de Riemann, 
et par des petits contours entourant les points singuliers. Les rétro- 
sections donnent manifestement zéro, et l’on obtient de suite 


A, V;(a, b;) “Up A, V;(@, by) So Oe AnVi(an, bn) — 0. 


Les conditions (C) sont donc nécessaires. 
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6. Montrons maintenant qu’elles sont suffisantes. On peut toujours 
trouver une fonction 9(u, ¢), intégrale de l'équation 


Ag = c VEG — F? 9 


et ayant les singularités indiquées; il suffit de faire la somme de 
n solutions ayant chacune un seul point singulier. Posons alors 


U=o-+H, 


AH =),¢ VEG — F?H + (4,—1)c VEG — F° 9. 


Nous sommes dans le cas de l'équation (x) du paragraphe précédent, 
sauf que 9 devient infini. Mais, comme les infinis sont logarithmiques, 
toutes les conclusions du paragraphe cité subsistent. Il arrive seule- 
ment qu'aux points singuliers H et ses dérivées premières sont conti- 
nues, tandis qu'il n’en est pas de même des dérivées secondes. Pour 
que l’équation en H ait une solution partout continue, nous avons les 
conditions 


il vient 


[ fee vit e) ds 0 EEE, D) de 25 V), 


qui peuvent s’écrire 
i V; A9 dudv=o. 
Or cette dernière expression se transforme immédiatement, en se 
servant de la formule de Green appliquée à la surface entière limitée 


par l’ensemble des rétrosections et des petits contours autour des 
points singuliers. Ona ainsi 


a d i 
ff (ed9 evo du dy + {( pe Q D ds = 0, 


ou encore 


dV; 
(1— Ay) fevigds+ [ (WG i PT) =o 


L'intégrale double qui forme le premier terme du premier membre 
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{wz = rs) Us — 0. 
La partie de l'intégrale relative aux rétrosections est nulle, et l’équa- 
_ tion précédente se réduit à 


sera nulle, si l’on a 


A; Vi(a@, bi) ZE A, Vi(@, Ds) amd -+A,Vi( Gn, bn) — ©. 


Il résulte donc de cette analyse que, si ces conditions sont remplies 
(i =1, 2,...,¥), nous pourrons trouver une fonction H partout con- 
tinue; la fonction U donnée par 


U—=o+H 
sera une solution cherchée de l’équation 
AU =2,c VEG — FU. 


Il est clair d’ailleurs que cette solution n’est pas unique, et qu’on 
peut ajouter à une première solution une expression linéaire et homo- 
gène en V,, V,, ..., V, à coefficients constants. 


7. En particulier, pour la solution 


À = 0: 
ona 
iat 


et V se réduit à une constante; d’où la condition connue 
A,+A,+...+A,=0 


qui exprime que le flux total de chaleur est nul, l’équation différen- 
tielle concernant alors l’équilibre de température sans rayonnement 
extérieur. 


8. Une application extrèmement simple est relative à la sphère de 
rayon un, en prenant c= 1. L’équation (2) est alors 


Ov ON 1 OV 
COS EE sing 


00 OG? es sin § ov —AsinéV, 
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en se servant des coordonnées polaires 0 et ) sur la sphère, et l’on a 
depuis longtemps remarqué que pour 


e 


À——n(n +1) (x entier positif), 


elle se confondait avec l’équation relative aux fonctions Y, de Laplace. 
Il n’y a pas d’autres valeurs singulières, comme le montrent immédia- 
tement le développement de V en fonctions de Laplace, et l'application 
des propriétés élémentaires de ces développements. On a d’ailleurs 


pour 
À,—=—n(n +1) 


le nombre v de plus haut égal à 27 + 1, qui correspond aux 2n + 1 fonc- 
tions Y, de Laplace. 

Le cas du tore est à examiner, apres celui de la sphere. Je ne sais 
si le probléme qui nous occupe a été approfondi dans ce eas (en fai- 
sant toujours c = 1) et si la question se ramène à quelques transcen- 
dantes du type des fonctions de Bessel ou de fonctions analogues. En 
désignant par r le rayon du cercle méridien, et R la distance de son 
centre à l’axe (R > r), l'équation est ici 


av 


Vv 4 A OL camer 9 | 
+ sino(R—7 er oP? =)(R—rcosg)rV, 


2: 
0g? 


CR — r cos)" 


en désignant par ¢ et Ÿ deux angles dont la signification est immédiate 
et qui varient de o à 27. 

Les valeurs singulières de À, sont celles pour lesquelles l'équation 
précédente admet une solution continue de période 27 par rapport à © 
et av; il est vraisemblable que le produit À,r est une transcendante 


. 1 . he 
assez simple du quotient 7: 


$e 0 — 
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SUR LES 


ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DES CORDES 


ET 


DES MEMBRANES VIBRANTES; 


Par M. S. SANIELEVICI. 


INTRODUCTION. 


L’équation aux dérivées partielles 
(1) Au + }Au—o, 


où Au = o est l’équation de Laplace dans un espace à deux ou trois 
dimensions, A une fonction d’un point dans cet espace et À un para- 
mètre, joue un rôle considérable dans un grand nombre de questions 
de Physique mathématique ('). Il en est de même de l’équation diffé- 
rentielle 


(2) D +AA(æ)y = 0 


qui est l’analogue de l’équation (1) dans le cas d’une seule variable. 

On est conduit à des équations de ce type, en Acoustique, dans le 
problème des cordes et des membranes vibrantes et dans la théorie des 
résonnateurs. 


(1) H. Poincare, Sur les équations de la Physique mathématique (Circolo matematico 
di Palermo, 1894). 


20 S. SANIELEVICI. 


Soient 5 la densité superficielle et + la tension en un point quel- 
conque (a, y) d'une membrane limitée par un contour C, u l'écart de 
ce point de sa position d'équilibre dans le mouvement de vibration 
transversale dont la membrane est animée; wv est une fonction des 
variables x, y et du temps #, vérifiant l'équation 


Ou eo 
= da * Oy 


du 
02 


et s annulant le long du contour C. ; 
Si la membrane est susceptible de variations pervodiques, l'équation 
précédente doit admettre des solutions de la forme 


Oe, Vien er, 


g satisfaisant à l'équation 
AN 


(3) Av + woo =o 


et prenant la valeur zéro sur le contour. 

L’équation (3) n’admet en général aucune solution continue s’annu- 
lant sur le contour, sauf l’intégrale banale ¢ — o qui correspond au 
repos; si, pour des valeurs exceptionnelles et bien déterminées de w, 
de pareilles intégrales existent, elles caractérisent les sons propres de 
la membrane. Ces valeurs exceptionnelles sont les constantes caracté- 
ristiques de l'équation (3); la plus petite, qui correspond à la plus 
longue période, caractérise le son fondamental; les suivantes cor- 
respondent aux diverses harmoniques de la membrane. 

Physiquement on est donc assuré de l’existence de constantes carac- 
téristiques en nombre infini; cependant on conçoit la nécessité d’une 
démonstration analytique rigoureuse. 

La membrane étant supposée homogène et également tendue, le 


Ô ‘ ‘ ye 
rapport — est constant et peut être rendu égal à l’unité. Dans ces con- 


ditions Schwarz (') a démontré, par une analyse extrémement ingé- 
nieuse, l’existence du son fondamental. La méthode de Schwarz a été 


(1) Gesammelte mathematische Abhandlungen, t. 1, p. 14. 


—_ 


EQUATIONS DIFFERENTIELLES DES CORDES ET DES MEMBRANES VIBRANTES. 21 


reprise en 1893 par M. Picard (*) pour établir l’existence du premier 
son harmonique; et, en 1894, dans son Mémoire célèbre Sur les équa- 
ons de la Physique mathématique (?), M. Poincaré a établi l'existence | 
des autres harmoniques en nombre infini. 

Dans ce Mémoire, M. Poincaré démontre notamment que la fonc- 
tion u(a, y) définie par les relations 


Au+ËEu—f(x, y), LO sur C 


est une fonction méromorphe du paramètre complexe £, résultat capital 
qui a certainement guidé M. Fredholm dans sa belle découverte con- 
cernant les équations intégrales. 

Dans l’espace à trois dimensions, quand on cherche les sons propres 
d’une masse gazeuse enfermée dans un vase clos S, on est conduit à 
l'équation : 

Cu du du 


Tent ap ey (7) 0 


u étant le potentiel des vitesses et devant satisfaire à la condition 


= 0 sur 8. 

Ce problème a aussi été traité par M. Poincaré, mais sans être résolu 
rigoureusement. 

Le Mémoire de M. Fredholm (*), rapidement devenu classique, selon 
M. Picard, a jeté une lumière nouvelle et éclatante sur toutes ces ques- 
tions. À l’aide des théorèmes généraux que cet auteur a découverts dans 
la théorie des équations intégrales linéaires de seconde espèce (Hilbert), 
on retrouve facilement, comme l’ont montré MM. Picard (*) et Ple- 
melj (*) une grande partie des résultats connus dans tous les domaines 
de la Physique mathématique. En particulier, l'existence en nombre 
infini des constantes caractéristiques de l'équation (3) est une consé- 


(1) Comptes rendus, 1893. 

(2) Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, 1894. 
(3) Acta mathematica, t. XXVII, 1903. 

(*) Rendiconti del Circolo mat. di Palermo, 1906. 

(5) Monatshefte fir Mathematik und Physik, 1904. 
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quence immédiate d’un théorème de MM. Hilbert (') et Schmidt (?) 
concernant les équations intégrales de seconde espèce à noyau ferme 
de la forme G(a, y: &, n) A(E, n), G étant symétrique par rapport aux 
points (& n) et (a, y) et A une fonction positive. 

Dans ce travail, nous nous proposons d’étendre les résultats précé- 
dents au cas où dans l’équation (1) la fonction A n’est plus constam- 
ment positive dans le domaine où elle est définie. Cette hypothèse 
semble essentielle dans tous les travaux que nous venons de citer. 
Dans un Mémoire publié en 1904 (Journal de M. Jordan), M. Mason 
s’affranchit, il est vrai, de cette hypothèse restrictive; mais sa mé- 
thode, fondée sur le principe de Dirichlet rendu rigoureux par M. Hil- 
bert, se borne à la démonstration de l’existence des constantes carac- 
téristiques, sans en permettre le calcul régulier comme le faisait la 
méthode Schwarz-Pieard. C’est en modifiant cette méthode, de manière 
à en rendre encore plus évidente la liaison étroite avec la théorie de 
l'équation de Fredholm, que nous éliminons des raisonnements toute 


hypothèse sur le signe de la fonction A. En même temps, nous l’éten- 


ae ; QI du 
dons aux conditions à la limite te ku =o et 7, = 0 en mettant en 


évidence, pour ce dernier probleme, les diverses circonstances qui 
peuvent se présenter autour de la valeur singuliere A = o. 

L’étude de l’équation différentielle (2) est naturellement beaucoup 
plus facile. Cette étude a été commencée déjà par Sturm (*), à l’aide 
d’une méthode qui n'offre pas toute la rigueur qu’on exige aujourd’hui. 
Il est clair que tous les résultats obtenus relativement à l'équation aux 
dérivées partielles (1) sont immédiatement transposables dans le cas 
d’une seule dimension; mais ici on peut obtenir des résultats plus 
précis, par exemple en ce qui concerne le nombre de zéros des inté- 
grales dans un intervalle donné (*). Nous avons étendu ces résultats au 
cas où la fonction A(x) est de signe quelconque, et la connaissance 
du nombre des zéros nous a permis de généraliser la démonstration 
directe de M. Picard concernant la définition des valeurs singulières du 


(1) Integralgleichungen, Géttinger Nachrichten, 1904 et 1905. 
(?) Mathematische Annalen, Vol. LXHI. 

(3) Journal de Liouville, t. 1. 

(*) E. Picarn, Traité d’ Analyse, t. Ill, 1908, p. 120. 
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paramètre à l’aide de certains problèmes du caleul des variations. 

La méthode dont nous nous sommes servi nous a encore permis 
d'établir facilement l'existence d’intégrales périodiques pour l’équa- 
tion (2), dans laquelle A(a) serait une fonction périodique, et de 
séparer en quelque sorte les valeurs exceptionnelles correspondantes 
du paramètre. 

L'étude des intégrales doublement périodiques de l'équation (1), 
où A(x, y) admet les deux périodes w et w’ pour æ et y respecti- 
vement, revient à l’étude de l'équation de Beltrami généralisée 


OÙ — 3 OU au OU 
rs) Ou “Ov Ô FU UNIT 


/ a | ee por ee Se el) Se 
D al Vier /* o\ Reo 


sur un tore. L’existence de pareilles intégrales partout continues dans 
un rectangle de périodes n’est autre chose que l’existence d’intégrales 
de l’équation (4) continues sur tout le tore. D'une manière générale 
9 9 9077: 2 is 
on peut se proposer d’étudier l'équation (4) au point de vue de 
l'existence d’intégrales continues sur une surface fermée quelconque 
a p trous. En nous inspirant des recherches de M. Picard a ce sujet, 
qu'il a développées en partie dans son cours de 1908 à la Faculté des 
Sciences, nous avons appliqué à ce probleme aussi une généralisation 
de la méthode de Schwarz-Picard. 


+AB(u,°)U=o 


PREMIERE PARTIE. 


dy 


dE 


L'EQUATION DIFFÉRENTIELLE + AA(æz)y = 0. 


I. — Intégrales nulles aux extrémités d'un intervalle. 

1. Lorsqu'on veut déterminer une intégrale de l'équation 
& y 
g 2 


(1) KT + A(æ)y =, 
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où A(æ) est une fonction finie et intégrable dans un certain inter- 
valle ab, par ses valeurs y(a)et y(b) aux extrémités de cet intervalle, 
on est conduit (‘) à une équation de Fredholm 


ENG 
? 
b—a 


, Dex 
GQ) yaya f Ge DAO O#=Ha Faz +70) 


la fonction G(a, Ë) symétrique en x et &, étant définie de la manière 
suivante : 


GE Re af) pour E<a, 
G(a#,—)= ee ee pour E>. 


La théorie des équations intégrales de ce type nous apprend que 
l'équation (2) admettra en général une solution unique. Il peut y avoir 
exception pour certaines valeurs singulières du paramètre À. Ces 
valeurs, si elles existent, sont les racines d’une fonction entière D(A), 
polynome ou fonction transcendante, que la méthode de M. Fredholm 
apprend à développer en série de Taylor. Quand on remplace À par une 
telle valeur singulière, l’équation (2) n’a pas de solution, à moins qu’il 
n'y ait une certaine relation entre les deux constantes y(a) et y(b). 
Au contraire, l'équation intégrale sans second membre, obtenue en sup- 
posant 

Y(a)=y(b)=56), 


qui, en général, n’est vérifiée que par la solution y==o, admet des 
solutions non identiquement nulles lorsqu'on attribue au paramètre une 
valeur singulière; nous désignerons ces solutions par le nom d’iruté- 
grales singulières. 

La fonction définie par l’équation (2) est en général une fonction 
méromorphe de À, dont les pôles sont précisément les valeurs singu- 
lières du paramètre. Suivant que D(A) a un nombre fini ou infini de 
zéros, les pôles sont en nombre fini ou infini ; mais, la formation effec- 
tive de la fonction D(A) exigeant des calculs impraticables, on est 


ee 


(1) PicarD, Traité d'Analyse, t. NI, 1908, p. 100; HILBERT, Integralgleichungen, 1. 


\, eS pele TT 
Xe en tana ee 
; : 
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obligé, pour reconnaitre l'existence et le nombre des pôles, de re- 
courir à d’autres considérations. 

Lorsque la fonction A(x) est positive dans l'intervalle ab, l'existence 
d’un nombre infini de valeurs singulières est assurée grâce au théo- 
rème de M. Hilbert. En effet, en posant, avec M. Schmidt, 


y(æ)VA(x) = (x), 


l'équation (2) sans second membre est ramenée à une équation inté- 
grale au noyau symétrique et ferme 


b 
(2) — 2 [ G(x,8) VAG VAE 25) a =o. 


Ce théorème est en défaut quand A(x) peut changer de signe dans 
l'intervalle ab. C’est ce cas-là que nous nous proposons d'examiner. 


2. Tout d’abord il ne peut y avoir de valeurs singulières complexes. 
Nous avons vu qu’à une valeur singulière du paramètre, À = À,, cor- 
respond une intégrale singulière de l’équation (1), continue dans l'in- 
tervalle ab et s’annulant pour x =a et x = b. Cette intégrale satisfait 
à l'équation 


b 
y(@)— Ie f G(x, E) ¥(E) A(E) dE =o. 


Elle admet par conséquent une dérivée continue dans tout l’inter- 
valle ab, les extrémités comprises, puisqu’on a 


b > 


d b— SS E) y(E) dE 
=| f Gara Zara], 


Cela posé, soient « +78 une valeur singulière complexe et u + w 
l'intégrale singulière correspondante. On aura 


du 


ene) Up AL@) eC 0, 
a’?¢y 
it + BA(x)u+aA(x)v—0o, 
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d’où l’on tire par une combinaison facile 


ae b 
[seu | — 8 f A(æ)(u?+ ¢?)dx=0, 


[ott ne | = [IG (2) le+ef A(xz)(u?+ 6?) dx = o. 


Les parties tout intégrées disparaissent en vertu des conditions aux 
limites et l’on voit de suite que B est nécessairement nul, puisque 
l'égalité 

ab 
[ A(x)}(u?+ 2) dx = 0 


entrainerait 


au ag i 
dx dx 
et, par conséquent, 
1 = = 0 


Montrons encore que la fonction y(a#; A), en mettant en évidence 
le paramètre, définie par |’équation (2) ne peut avoir que des pôles 
simples. Soit, en effet, 


Si ele) sits Ym— 1(2) 


¥1(2) 7 
(A — do) m (A — À) aac moe esa 


Ft 


le développement de cette fonction autour du pôle À = À, supposé 
multiple. En portant ce développement dans l'équation (2), il vient, 
pour m > 1, 


b 
iia. Gas LA) 


Ee 22 fa THN Cs ee fo G (a, £) A(E) ym (E) dE, 


relations équivalentes à 


| PYm 
| Tr +hA(2)Ye—0, Sat) ne OO 
3 / 
) | d*, am m—1 : 
Pr 2 + ho ACr)ye 1+A(TZ)Ynm=0, Sinatra 
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On tire de là 


dYm Oral | 
| tA J = hap A(x) yi, dx = 0, 


c'est-à-dire simplement 


b 
Hi Aa) do. 


Or, en vertu de la premiére des équations (3), ona 


.b b 4 
io f A(x) y2, il (92) dex, 


t 


et, par conséquent, 
ay mn 
dx 


Il 


0; 


et, comme y,, S'annule pour x = a, cette fonction est identiquement 
nulle. C’est ce que nous avons voulu démontrer. 

Ajoutons que, lorsque A(x) > o pour a£x£b, les valeurs singu- 
lières ne peuvent pas être négatives; c’est ce qui résulte de la relation 


b b 2 
mf A(æx)y° dx œil (+) ar, 


où y représente l’intégrale singulière correspondant à la valeur singu- 
lière À = À. . 


3. Nous allons maintenant établir une formule qui nous sera tres 
utile dans la suite. 

Considérons une intégrale de l’équation (1), nulle pour une certaine 
valeur «= de l'intervalle ab et prenant en un autre point x = $ du 
même intervalle une valeur donnée qu’on peut mème supposer être 
fonction continue de À. Cette intégrale est fournie par l'équation 


yaya [| Gupl2, DA 7@) EYE DES 0) 


(1) Je désigne par Gag (x, §) la fonction G correspondant à l'intervalle af. 
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Par conséquent, lorsque À varie entre deux valeurs qui ne compren- 
nent aucune valeur singulière du paramètre, l'intégrale considérée, 


ens ols aes : : : - ; 
ainsi que sa dérivée sont des fonctions continues de x et A, 


pour «a<æ<B. Nous désignerons cette intégrale par y(«, À) et nous 
poserons 
dy 
“ A)=—- 
Jk) dx 
Donnons maintenant au paramètre deux valeurs voisines À et À’. 
On aura 
LL À') ie 5! 
dx? 
Oy Cesk) 


dx? 


Atay FUEL a yas, 


(4) +i A(x) y(x, À) =0, 


d’où l’on tire par la combinaison déjà employée 
[Lye Ay! (esd) — y (a, By! (a, A) 


8 
+ Wa) f A(z)ytr ra) dr. 


En vertu des hypothèses faites, cette relation peut encore s’écrire 


, vane! 
Nr | PP ae ey a 


Faisons maintenant tendre i’ vers A; l'intégrale y (a, A) étant unique, 
on aura a la limite 


d (ABS ewe a 
nn es REST: A(x) y*(a, D) dx =o. 


D'autre part, on a, en vertu de (4), 


B p 
à (AG) (a 2) dx =— y (8, y (80 +f y'a 2) de. 
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Il vient donc finalement, en supposant A = 0, 


dil y' (6k) 1 8 a 
(6) ali En on) J (x, N) dx =, 


formule que nous voulions établir. 


4. En nous appuyant sur cette formule, nous allons maintenant 
démontrer l’existence des valeurs singulières et des intégrales qui 
s’annulent aux extrémités de l’intervalle ab. 

Supposons, en premier lieu, que la fonction A(a) change une seule 
fois de signe dans cet intervalle et qu’on ait, pour préciser, 


ion ome OUR ric, | Ar) >of pour cSz<b (a<c<0). 


Au point æ =c la fonction A(a) s’annule si elle est continue en ce 
point ; mais cette hypothése n’est pas nécessaire et l’on peut avoir 


limA(c—e)~limA(c +6), 
&=0 E—0 


pourvu que ces deux limites soient /inies. 

Relativement à chacun de ces intervalles partiels il existe une 
infinité de valeurs singulières, négatives pour l'intervalle ac, posi- 
tives pour cb. Désignons les premieres par /,, les secondes par 
L, (mn = 1, 2,...), en les supposant rangées par ordre de grandeur 


(7) l'O ee ee ln: 


Faisons la remarque préliminaire qu'une intégrale singulière de 
l'équation (1) n’est déterminée qu’à un facteur constant près, puis- 
qu’elle satisfait à l'équation homogeéne 


ab 


Soit Cy (a) cette intégrale; on pourra disposer du coefficient 
arbitraire C de manière à attribuer à l'intégrale une valeur donnée 
quelconque, par exemple un, pour «=c. En effet, on ne peut 
avoir y (c) = 0, la valeur de À ne pouvant être en même temps singu- 
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lière pour ac et cb. On est donc conduit à examiner s’il existe des inté- 
grales nulles en a et en b et prenant la valeur wn pour x —c. 

Lorsque À varie entre deux termes consécutifs de la suite(7), ilexiste 
pour chaque valeur de ce paramètre une intégrale et une seule s’an- 
nulant en a et égale à un pour « =c; désignons-la par ?(x A). Soit 
de même d(x, À) l'intégrale “eg ERT deena qui s’annule 
pour x = b et prend la valeur vn au point x =c. 

La fonction u(x, À) définie de la façon suivante, 


WL Ah) = OL, A) pour Tare, 
UL ie Ole, A) pour Cr», 


représente une intégrale de l’équation (1) continue dans l'intervalle ab 
et admettant dans cet intervalle une dérivée continue, sauf pour x =e. 
Nous voulons démontrer qu'entre deux termes consécutifs de la 
suite (7) él existe une valeur de À et une seule telle que la fonction u(x, À) 
correspondante ait sa dérivée continue méme au point x = c. 

En effet, appliquons la formule (6) aux fonctions 9(a, A) et (a, A); 
il vient 


Ce) NE eee A / 
es een or, Ajdz= 0; 


a 
—— 
Fe 
— 
>1S 
~ 
ee 
le) 
| 
™ 
be 
=e 
ims 


a U'?(a, A) dx =o, 


et par conséquent 
d W(c,À)—9'(c, A) 
8 TE TT NE, 
( ) da > Ox 


La fonction 
d'(c, À) = g'(¢, À) 
À 


est donc constamment croissante avec A; je dis qu’elle est continue 
lorsque À varie dans un intervalle de la suite (7), qu’elle passe de — x 
à + co et que par conséquent elle s'annule une fois et une seule dans cet 
intervalle. 

Supposons, pour fixer les idées, À > et compris entre /,_, et L,. La 
fonction o (x, y) est finie et continue par rapport à A, pour a£x<c, 
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et la formule 
I À 


Ca c—a, 


(6,1) = [ A) CE — a) of, 2) dé 
montre que 9’(c, A) reste finie et continue pour ,_, £A£4,. 

Il en est de même de Ÿ(x, À) et par conséquent de Ÿ’(c, À) tant 
que À diffère des valeurs singulières /,_, et 4,. 

Étudions maintenant ’(c, À) dans le voisinage d’une valeur singu- 
lière A,. Cette valeur étant un pôle simple de Ÿ(æx, À), on a autour 


dei), 


Lx, A) = a + br) + (A — Ao) Wi (a, A). 


En portant ce développement dans la relation 


b 
Ye? [ Gale) MOYEN E= LEE, 
il vient j 
ey 
FED +i, A(æx)— oo, Wc = (b)=0, 
zy 
oh + lA(x)do+ A(x)Y — 0, Vole) =1, Uy (6) == 0, 


d’où l’on tire 
We)=— f *A(2) Wax) dr <o GR 
_ ona d’ailleurs i 


! ; Ec) ! ul 
ee) ne) ONE (C4), 


ce qui prouve que d'(c, À) tend vers +2 ou — æ suivant que À — À, 
tend vers zéro par valeurs négatives ou positives. 
Notre proposition est donc démontrée. 


Remarque. — Si la fonction A(æ) est discontinue au point x =e, il 
en est de même de la dérivée seconde y”’(æ, À) en ce point. L'intégrale 


(1) Il est essentiel de remarquer que W(x) n’est pas identiquement nulle; en effet, il 
ne peut exister, pour À = Ao, une intégrale prenant la valeur un en c et nulle en lo, (NL, 
en désignant par z(x) l'intégrale singulière de l'intervalle cb correspondant a Ào, on 
devrait avoir 2’(c) = o et par conséquent z =o. 
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singulière aura une tangente unique au point c, mais non une courbure 
déterminée. 


5. Nous allons maintenant nous affranchir de toute hypothèse sur 
le signe de la fonction A(x). 

Soit ¢ un point compris entre a et b. Supposons qu’on ait établi 
l'existence de valeurs singulières À, (n = +1, + 2,...) pour l'inter- 
valle ac et de valeurs singulières #4, (n= +1, +2, ...) pour cb. Avec 
tous ces nombres et avec le nombre zéro, rangés par ordre de gran- 
deur croissante, formons une suite unique; une analyse toute semblable 
à celle qui précède nous permettra de démontrer qu’entre deux termes 
consécutifs de cette suite il existe une valeur singulière relative à l’in- 
tervalle total ab et une seule 

En effet, le paramètre À variant entre deux termes consécutifs de la 
suite formée par les À, et les #,, Les intégrales désignées précédemment 
par 9(x, A) et U(r, À) existent et vérifient la relation 


d po — (ec, 2 26 


dh À 
La fonction de À 


À 


continue tant que À diffère des A, et des #, est donc croissante avec À. 
Pour connaître les valeurs qu’elle prend aux extrémités de l’intervalle 
de variation du paramètre, il nous faut distinguer plusieurs cas : 


1° Cet intervalle est limité par deux nombres de la même espèce, 
par exemple les deux nombres h,_, et h,. La quantité L’{c, À) reste 
alors finie ; et l'on a pour 9’ (c, A) le développement 


Deus 
ie Se 9, (Cc) Halas . 


g! ( Cy À) == 
avec 


PACE f A(x) @ (x) dx. 


Comme d’autre part la fonction P(x) satisfait aux relations 


d' 
Ts tn A(æ)D—0, O(a) = Ole) 5, 


oi 
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on pourra écrire 


®'(c) = 7 if (x) dx, 


ce qui prouve que ®’(c) est du signe de L,, c’est-à-dire de même signe 
que À. La quantité 
OLGA) 2 Oe) 3 


tae jie a Woy RS 


est donc très grande en valeur absolue et positive pour À =A, — «, ¢ étant 
un infiniment petit positif ; on verra de la mème facon que — Re est 


voisine de — pour À = h,_, +¢. 


2° L’intervalle de variation du paramètre est limité par deux nombres 
d'espèce différente : À, < A< km. Dans le voisinage de h,, L'(c, À) reste 
finie et — Lo très grande et négative ; au contraire, dans le 
voisinage de Æ,(À — #,, — €), c’est o’(c, À) qui reste finie, tandis 


que Lee tend vers + x. 


3° L’intervalle est limité par le nombre zéro et par L,. Lorsque Aa une 
valeur positive et très petite, la difference d’(c,À) — 9’(c, À) est sen- 
I VE (CONS el Ae 

ne eee UÉMDDOr EEE est 


voisin de — 2. D'ailleurs nous venons de voir qu’il tend vers + 


siblement égale à — 


pour \=A,—e. 

On voit donc que dans tous les cas ce rapport, constamment croissant 
avec A, passe de — © à + quand le paramètre décrit l'intervalle 
considéré ; il s’annule par conséquent une fois et une seule dans cet 
intervalle, pour une valeur À = À, : A, est une valeur singulière rela- 
tivement à l'intervalle total ab (). 

Les propositions établies dans les n°® 4 et 5 démontrent l'existence 
d’une infinité de valeurs singulières relatives à l'intervalle ab, pourvu que 


(1) Nous faisons abstraction du cas où l’on aurait hm=kn, qui peut être considéré 
comme cas limite; il est clair que L, est alors une valeur singulière pour ab. 
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la fonction A(x), finie et intégrable dans cet intervalle, n'y change de 
signe qu'un nombre limité de fois. 


6. Quant au calcul des valeurs singulières, le fait que la fonc- 
tion A(æ) peut avoir un signe quelconque dans ab n’y apporte pas de 
difficulté sérieuse. 

Reprenons la fonction y(æ, À) définie par l'équation (2), c’est- 
à-dire l'intégrale de (1) déterminée par ses valeurs y (a),y(b) à Vex- 
trémité de l'intervalle considéré. Cette intégrale est une fonction méro- 
morphe de À dont les pôles, réels et simples, se trouvent exclusivement 
parmi les valeurs singulières dont l’existence a été établie. Récipro- 
quement, toute valeur singulière est un pôle de y(æ, A). Pour qu'il 
n’en soit pas ainsi, les valeurs y(a) et y(b) devraient vérifier une cer- 
taine relation (‘) qu’on peut toujours supposer non satisfaite. Il 
s'ensuit que le développement autour de À = o de la fonction y(æ, À) 


(9) J(æ,1)=w(z) +iu(z)+u(x) +...+Mu,(z) +... 


aura pour rayon de convergence la plus petite des quantités A, et | A_,|, 
en désignant par À,, A,, ... les valeurs singulières positives et 
par A_,, À,..., À, ... les valeurs singulières négatives de ab. Le 
développement (9) étant uniformément convergent pour aSa<b, 
lorsque À est moindre en valeur absolue que le rayon de convergence 
de cette série, portons-le dans l'équation (2). On aura alors, pour 
calculer les coefficients wu, (x), les relations récurrentes 


uo(æ) no + y(b)7 = 


> 
Da 


1b 
u, (x) =f G(x,Ë) A(E) wo (&) dé, 


; (1) On devrait avoir y(a)z'(a) =y(b) 2'(b), z étant l'intégrale singulière correspon- 
ante. 


_ 
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Il y a deux cas à distinguer : 

1° Les deux nombres À, et |A_,| sont inégaux; soit, pour fixer les 
idées, À, <|A_,|. Comparons le développement (9) avec le suivant, 


y (a, à) oe) = 09(L) +A (xe) +2 9_(2)+..., 


I — 


Ay 


qu converge dans un cercle plus grand. On a d’une manière générale 


(10) un(Æ) a + 6, (2), 
A 
d’où l’on déduit (') 
Uy (2) = ¥1(2) + AeA) 


ee ee eye) ke be ET 


Faisons maintenant tendre 7 vers l'infini. Comme la série dont le 
terme général est A‘ ¢,(a) est convergente, cette expression tend vers 
zéro et l’on a 


A Un \ TL 
lim eae) re 
n= ao Ua r) 


gee) 

Un+s (2) 

qui est précisément la valeur singulière A,. 
De la formule (10) on tire d’ailleurs 


Le rapport tend donc vers une limite indépendante de a, et 
limA?a,(2)= y1(2), 


y,(x) n’étant autre chose que l’intégrale singulière correspondant 
à d,. 


2° Supposons au contraire qu'on ait A_,= — A,. En retranchant 
de y(æ, À) les parties principales relatives aux pôles simples À, et A_,, 


(1) On ne peut supposer w,(x) = 0, car cette hypothèse entrainerait u(x) = 0: 
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on à 


¥ (£, A) — ae) fe = (x) + Ay (2) +... + (2) +... 


1 1+— 
a M 


cette dernière série convergeant pour |A| > A,. Il vient donc 


Dey) — we + Won(T), 


VAL Vols) 


amie p= te Toi + Won+1(Z) 
1 


et par consequent 


] TEE su ME x 
lim all ) — lim 2n+1 ( ) = À? 
= TR (ee) n = © Uon+3(Z) 


et 
limXiun(x) =Yi(z) + y-1(£), 


ae 
lim aye Urnsi( 2) = ¥i(L) — y-1(2), 

relations qui font connaitre les valeurs singuliéres et les intégrales 
correspondantes. 

Comme ces deux cas sont les seuls possibles, on voit que les réci- 
proques des propositions que nous venons d’établir sont exactes. 

Le méme procédé sert 4 calculer les valeurs singuliéres suivantes 
et les intégrales qui s’y rapportent. 

Supposons, pour fixer les idées, qu’on ait A, <|A_,|. Posons 


(11) 9(#,A)=y(#,’)— = = por) +A9, (2) +... + Me, (2) +... 
i. 


Ay 


La fonction ¢(«, À), holomorphe dans un cercle de rayon plus grand 
que A,, satisfait à l'équation intégrale 


b é D — 
e(æ, À) à f G (2,8) A(E) 0(8 2) dé = pa) RE + HD) — y, (a), 


On pourra done calculer les fonctions v,(æ) par les relations de 
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recurrence 
b—x)y od 
Vo(z) Oe Vig AG), 


b 
enol, G (a, E) A(E) Ons (E) aE. 


La fonction ¢,(a) n’est pas identiquement nulle, parce que ¢,(x) ne 
l'est pas; on peut donc appliquer à la série (11) la discussion précé- 
dente. L'un des deux rapports 


Pa(æ) 5 Van(Æ) 
Oni (2) Pon+e( ZL) 


aura une limite bien déterminée quand u augmentera indéfiniment; 
cette limite fournira la valeur singulière (ou les valeurs singulières) 
de module immédiatement supérieur à À,. On trouvera ensuite, comme 
précédemment, la ou les intégrales correspondantes. 

Il est clair qu’on pourra ainsi continuer indéfiniment. 


7. Nous allons maintenant établir une propriété importante des inté- 
grales de l’équation (‘). 

Désignons par Y(x, À) celle de ces intégrales qui s’annule pour 
a =a et dont la dérivée prend en ce point la valeur un.("). 

Cherchons le nombre des zéros de Y(x, À) compris entre «=a 
et æ = b. Ce nombre dépend évidemment de la valeur attribuée à À. 

Tout d’abord il est clair que, si l’on fait varier infiniment peu ce 
paramètre, le nombre de ces zéros ne peut changer, sauf lorsque A tra- 
verse une valeur singulière. En effet, soit À, une valeur non singulière 
et faisons varier À de À, — € à À, + €. Comme Y(4, À,) est différent de 
zéro et que Y(6,A) est continue par rapport à À, on pourra prendre € 


(1) Cette intégrale est la solution de l'équation de Volterra 
Y42 fo A(G)(e— EYE) dE = x a. 


est done une fonction entière de À. 
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suffisamment petit pour que Y(b, À) garde un signe constant. Si donc 
le nombre dont il s’agit a changé, il n’a pu varier que d’un nombre 
pair; il y aurait donc une valeur À, comprise entre À, — € et Ape à 
laquelle correspondrait une intégrale Y(a,A,) ayant une racine 
double (*), ce qui est impossible. 

En second lieu, lorsque À traverse en croissant une valeur singu- 
lière positive, le nombre des zéros augmente d’une unité. En effet, dans 


6" fe . ON LE SE: dY 77 
le voisinage d’une valeur singulière A,, la dérivée (=) = Y'(6,A) 
2) dx æ=b 


est différente de zéro. On aura donc la formule suivante, analogue à 
l'égalité (6) et qu’on établit d’une manière semblable, 


ARGUS ue Eu ya. 
a lee RES 


a 


‘ Y(0,A) ‘ , 
qui montre que le rapport ; passe en croissant par la valeur zéro 


109,2 
quand À traverse la valeur es positive À,; ce qui démontre 
notre proposition. 

La même formule montre que le nombre des zéros augmente encore 
d’une unité, lorsque A traverse en décroissant une valeur singulière 
négative. 

Or, pour À =o, ona Y=a — a ; il résulte donc de ce qui précède 
que l'intégrale Y(x, À) s'annule n fois dans l'intervalle ab (extrémités 
exclues) quand X est compris entre À, et Any, ou entre À , el À. 

Voici une conséquence immédiate de cette proposition. 

Tant qu'on a A_,<A<A,, l'équation (1) admet une intégrale 
positive et différente de zéro dans tout l'intervalle ab. Désignons, en 
effet, par u et » deux intégrales déterminées par les conditions 


n+1)* 


EN = 6} Ua =", 


(a), g'(a) = 0, 


(1) Une intégrale nulle ainsi que sa dérivée en un point æ = c vérifierait l'équation de 
Volterra sans second membre 


Y+2 [ A()(œ —HY(E) a = 0. 


Elle est donc identiquement nulle. 
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et considérons l’intégrale 


Mee US) eV(@) (850) 


Comme u(x) reste positive (et différente de zéro, sauf pour x =a) 
dans l’intervalle ab et que ¢() est finie dans le même intervalle, il 
est clair qu’on pourra Hour € assez petit pour que y reste positive 
et différente de zéro pour a£x£b. 

Il n’en est plus de même quand x atteint la valeur À, (ou jay Dans 
ce cas u(x) s’annule pour + = b, et il résulte des propriétés bien con- 
nues des équations différentielles du second ordre que toute autre 
intégrale de (1) a alors un zéro et un seul dans l'intervalle ab(*). 


8. Ces remarques faites, nous allons montrer que les intégrales sin- 
guliéres de l’équation (1) peuvent être considérées comme solutions 
de certains problèmes du calcul des variations (?). 

Posons 


b b 
MIT) ANE 
= j (Z) Wa, haf A(x) y? dz, 


et considérons l’ensemble des fonctions y(a), continues ainsi que 
leur dérivée première dans l'intervalle ab, s’annulant aux extrémités 
de cet intervalle et rendant positive l'intégrale définie J,. Je dis que, 
parmi toutes ces fonctions, c’est l'intégrale singulière y,(a) qui don- 
nera au rapport r la plus petite valeur, et que cette valeur minima est 
précisément A,. 

Comme = ne change pas quand on multiplie y par un facteur con- 
stant, on peut supposer J, = 1; et l’on est conduit à chercher le mini- 
mum de J, dans l’ensemble des fonctions qui s’annulent pour x = a et 
x = bet qui donnent à J, la valeur un. 

L’équation d’Euler qui fournit les extrémales (*) de ce problème n’est 
autre que 

dy 


FE +AA(x)y—=o, 


(1) Sruru, Journal de Liouville, L. 1. 
(?) Voir Mason, Journal de Jordan, 1904. 
(3) Voir par exemple Bouza, Calculus of variations. 


ho S. SANIELEVICI. 


À étant une constante ; pour qu’il y ait des extrémales s’annulant en a 
a . R LE "4 ’ LS 
et en b, on doit attribuer à À l’une des valeurs singulières dont l’exis- 
= à # by 4 
tence a été établie. Comme on a d’autre part, y étant l’extrémale conve- 


nable, : 
dy\* 
: Ab (2) rs 


on voit que le minimum de J, ne peut être que A,. 
Pour l’établir rigoureusement ('), considérons la différence J, — #, 
étant un nombre positif inférieur à À, et aussi voisin qu'on veut 
de cette quantité. Pour toute fonction y satisfaisant aux conditions 
énumérées, on peut écrire 


Or 2 ; 
oka f (2) — HA (æ)y| dx. 


Or, on a identiquement 


d( pu) |? def. du dp \? Rs 
[| — kA(x)(pu} = — G ee = (4) — pru( + KA (x) u), 


ax an 


p et u étant des fonctions continues, ainsi que leur dérivée, etuadmet- 
tant une dérivée seconde dans l’intervalle ad. 

Prenons dès lors pour wu une intégrale positive et différente de zéro 
dans «b de l'équation 


du 


ick +kA(a#)u=0o 


(nous avons vu que la chose est possible tant que 4 À, ); et déter- 
minons p par la relation pu = y. La fonction p est continue dans ab et 
s’annule aux extrémités de cet intervalle. On a par conséquent, en 


intégrant, 
b b 
dp\* ein yu? 
CONS 
i ; (uP) a J, \Ge ude Hs 


(4 
c’est-à-dire 
Ne 


Le minimum de J, est donc bien la valeur singulière ,. 


(1) E. Prcarp, Traité d’ Analyse, t. III, 1908, p. tir. 
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qi 
9. Avant de passer aux valeurs singulières suivantes, nous devons 
faire une digression concernant un théorème du calcul des variations. 


Supposons qu'on ait à chercher l’extremum (maximum ou mini- 
mum) de l'intégrale définie 


b 


het F(z, y, y')dx ( =o), - 


EE 


la fonction inconnue y étant assujettie à prendre des valeurs données 
pour x =a et x = b et à vérifier en outre les conditions 


(12) J;= Cry. VY) Oey (a) ep pee ae 


a 


les a; étant des constantes. 

On sait que les extrémales de ce problème, c’est-à-dire les fonc- 
tions y pouvant donner lieu à un extremum de J,, sont fournies par 
l'équation 


ieee 28 Bs faG: 4 (0G) _. 
2 oy) | ao 


E—=4 


L'intégrale générale de cette équation différentielle du second ordre 
dépend des n+ 2 constantes 12,, Wo, +++) Un» Cry Co, qu'on détermine en 
général en écrivant que cette intégrale satisfait à toutes les conditions 
du problème. Soit y= f(x) l’extrémale ainsi déterminée. Considérons 


la seconde variation de J,, 


,b 
Ord bye { [Pn?+ 2Qnn'+ Run”? ] da, 


où l’on a pose 


= et 
OY Weenie + oy 
CF dE | Ea 
= ) = eer ENT EE R — aire! ° 
ae | Oy; | IAE) Q ee Oy’ y=flx) 1 oy y =f{x) 
eh) x'=f'{x) Ne) 


Pour que y = f(x) fournisse effectivement un minimum de J,, il est 
Ann. Ec. Norm., (3), XXVI. — JANVIER 1909. 6 
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nécessaire, et en général non suffisant, qu'on ait 


Jo 


pour toute fonction 7 satisfaisant aux conditions 


b 
Ga) =n(0)=0, me Wnjeke = © (i= 1, Dy cane te) 


ie | — = (Se) 
Loy — dx Vay") Jr 


\ 


en posant 


= x) 


Or, en prenant pour 7 une fonction deux fois dérivable et en posant 
S=P — + la seconde variation peut être mise sous la forme 
b 7 Z 
= f [s« Salers ( in!) ndz, 


ou encore, en vertu des conditions (12'), 


n 


b 
d 
=f a[ Sn — (Rn!) +S» u,| dx (= const.)- 


Eat 


Si donc on pouvait trouver une intégrale y, de l’équation 
(13) Ra ee —W 9,0 
SRE t ) si ap yiU; 


s’annulant en a et en un point æ,£b, et satisfaisant en outre aux 
conditions 


Æ 
[ Un, dx — 0 (LT Bh ance ey) 
SAG 


il est clair qu’on pourrait annuler 0?J, en prenant 
N=N pour axes, “== 0) “Pour Tree 0, 


les conditions (12°) étant ainsi satisfaites ('). 


(1) On démontre que dans ces conditions on peut aussi rendre 62Jo < o (voir KNESER, 
Mathematische Annalen, Vol. LY). 
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LES 
eS) 


Désignons par uw; une intégrale, nulle en a, de l’équation 
© (Rx Siz U == 
ie AN one UE HER PNR 


et par &,,, une intégrale, pareillement nulle en a, de l'équation 
d 


qq (Rn \= S17 =e. 


L'intégrale la plus générale, qui s’annule en a, de l’équation (13), 
où l’on attribue aux constantes y, des valeurs arbitraires, est de la 
forme 


n+1 


== > VE U pre 


FA 
Pour qu'on ne puisse avoir 


023,0; 


les conditions (12) étant satisfaites, il est donc nécessaire que le déter- 
minant 


Xi yo +. Ai, n+1 
Hay oo +. To, n+1 

AV | ooo sau OO ‘ 
An1 Ane cee An n+1 
Free FATES ae a ty 


où l’on a posé 


a 
y= | U;u;dz, 
a 


ne s’annule pas pour a < «<b. Le système 


n+ 1 


He ( 20) ==0; 


k=1 
n +1 


Zu f U;u;dx =o Web 1217? ) (aS b) 
eS it 


ne sera alors satisfait que pour v,=0 (*). 


(1) La condition A; o pour a < x£b, jointe à R > o dans ab, est aussi suffisante pour 
qu'on ait àJ,> 0 (voir Mayer, Mathematische Annalen, Vol. XIII). 


ar 7 ” 
ae ~<a sä shy SANIBLEVICT. ae 


10. dos une propriété remarquable du déterm rm sth 
Posons | + 


App Appt + Opn 
| BS u, UP. 


r=p 


A = Ap+1,p Ap+t, p+t Ap+r, n+l 


Up+1 


du, dus \ 
( ) eee er 
A, nee > a a (os re Up Tale 
P=p S=p+i 
et comme, note part, 
du, du 
Ru Se — ue) SB Eh 
RL n+l 


(14) RAP Apa Ap A) = D UP UP (ays der). 


r=p s=p+i 


il vient 


D’un autre côté, remarquons qu'on a 


~ 


n+l 
7. 


D Cs UP O0 (SSP; Post, >, RÉEL 


=F) 
n+1 


ue 
> ops UP = 0 (PERDRE ST EEE 


S=p+l 
n+l 


(QE les 
> aps UP) = — UP, 


s=p+i 


La relation (14) devient, par conséquent, 


n+4 n+1 n+l n+1 

! = iN = (p) (p+1) : oY 
REAP Apa Ap Ap) = >) OP Dy aS UPS PU 

r=p S=p+i S—p El =: 


(1) On doit faire Ux41= 0 et aus: = 0. 
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c'est-à-dire simplement 
i Æ 9 
(19) R(A, Ap+1 — Aner Ap) =— (uy. 
C'est la formule que nous voulions établir. 
11. Revenons maintenant aux valeurs singulières À,. 
, > a , , 9° , me es 
D'une façon générale, y,, étant l’intégrale singulière correspondant 


à À», disposons du facteur arbitraire qui entre dans l’expression de 
cette intégrale de manière à avoir 


b 
nt Ale yide==1; 


il est clair qu’on a en outre 


D 
f A@yyide=o (xj). 


b b b 
dy \? 
Jy f (2) dx, = f A(x)y° dz, Hees haf ACL) yy 7.x. 


Nous allons démontrer que, parmi toutes les fonctions y satisfaisant aux 
conditions 


(E) Wea =v( by =o, Tr di Ju 0, 


c'est la fonction y,., qu donne à l'intégrale J, sa valeur minima, 
laquelle est précisément À,.,. 
Tout d’abord, l’équation des extrémales 


nh 


(16) TY LA (x)y + AG) piyixo 


(j= | 
se réduit ici simplement a 


‘Be à 
(17) TX +)A(æ)y=0, 


les constantes 1; étant nulles ; c'est ce qu’on voit de suite, en remar- 
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quant que la fonction y; satisfait à l'équation 


dy; 
dx? 


+ A A(x) y: 0. 


De cette équation et de (16) on tire, en tenant compte des conditions 
imposées ay, 


dy dy; 8 d pe pee 
( Ce ee A(x) yj dx =o, 


Hi 0. 


c’est-à-dire 


Or, pour que l’équation (17) admette une intégrale sannulant en a et 
en betsatisfaisant aux conditions (E), il faut nécessairement attribuer 
à À l’une des valeurs singulières A,.,, Any» ---3 et il est clair que, 
pour avoir le minimum de J,, c’est À,,, qu'il faut choisir. 

Démontrons maintenant en toute rigueur que, pour toute fonction y 
satisfaisant aux conditions (E), ona 


b 
dy \ 
il (2) Okie 35 If, 


A étant inférieur à À,,, mais aussi voisin qu’on veut de ce nombre. 
Ceci revient à démontrer que l'expression 


ip |(%)- kA(ayy| is 


“a 


est positive, pour toute fonction y satisfaisant aux conditions 


b b b 
f A@ nyae=o, Î ALT) VS VAT OMR il A(T)YAY AR = Oo. 


C'est le problème traité au n° 19; il suffit d’y faire 
wy; O=0, R=1, P=—kA(2), Us;= A(z) y: 
L’équation (13) devient ici 


dy : 
LT Se KA(x)y EN vA (2) y; 


p14 
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2 t , . 
L'intégrale, nulle en a, de cette équation a la forme 


nm 


V; 
ai Cz Ci : 
> aes ( const.), 


rat | 
z vérifiant les relations 


d?z 


TED ihe 


On aura done 


wi EMA RE Un+i— 4, Er J A(xz)y:7,; dx, 
Te A(x)y:s dz, 
: 1 
À = SO 50,, 
POUVOIR EN ETES 
en posant 
[ Atari de [Atari de Ani [ Al@)yps de 
f M@ yp rnde f Aloryb ae oe f Mary puede 
On a a a be 


elrtials. se pleols elelelege eu else DU (8/10) 0e elles eo 10 Je 1e one ee Ur se Ne 0°16) so ener ste © ia 0, 0 @ els 61e 


[ Atoryrde [AG ynyre de ie. 1 A(x) Yn2 dx 


Te Ÿp+1 oc # 


La formule (15) devient 


f Me veyed asi [ Atwrrsds 


Cr (kA, )| feo 2 eee ene sees. + HE Seta RN AE ; 


f Atopyrade ana [ Al@)ynade 


qu'on peut écrire, tant que de, 0 et pourvu que À, LÉ <A,,,, 


a ops <A 
dx (ee : 
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Tout revient maintenant à établir que la fonction à,, qui est nulle pour 
x =a, ne s’annule plus dans l'intervalle ab. 
NS . . t 7 
A cet effet, supposons que ¢,,, s'annule en g points situés entre a 


et b. Si à, ne s’annule en aucun de ces points, ¢, aura exactement q —1 
Op 


zéros dans ab (a exclu). En effet, le rapport toujours décroissant + | 
paz 


varie alors de + > — + dans chaque intervalle partiel déterminé par 
deux zéros consécutifs de à,,,, sauf le premier, où il varie de zéro (") 
à — oo, et le dernier, où il varie de + æ à 1. 

Si au contraire 6, aun ou plusieurs zéros communs avec eut le 
nombre des zéros de à,, dans ab, pourrait être moindre que g — 1. 

Or, la fonction z s’annule exactement n fois entre a et b (n°7); il 
en résulte que à, s’annule au plus z — 1 fois et, de proche en proche, 
que à, ne s’annule pas du tout pour a < «<b (?). 


12. Il est clair que d’une manière analogue on peut définir les 
valeurs singulières négatives À_, et les intégrales correspondantes. 
Parmi toutes les fonctions y, continues ainsi que leur dérivée dans ab, 
et vérifiant les conditions 


y(a)=y(b)=0, 


b 6 
[ Atmydæ=-:, [ A(2)y-1yde=0 (ek aa 


a 


celle qui donne à l’intégrale 


(1) Pour «—a très petit, les mineurs de à, correspondant aux éléments de la pre- 
mière ligne sont tous du même ordre infinitésimal; par conséquent, l'ordre infinitésimal 
16) 

P 


du rapport 


est au moins égal à celui de 


i 


a 


d p+1 


x 


A(x) 9? dx. 


(?) Le raisonnement prouve que à, s’annule exactement g — 1 fois entre a et b, car, si 


N à : Ô1 , : apes, 
2 ne s’annulait pas dans ab, le rapport 5. devrait varier en décroissant de zéro à un. 
2 


st Le » bébés. 
x we 
vs 
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sa valeur minima est l'intégrale singulière y_4,,,, et ce minimum 
C58 1S 2 (5 


, II. — Autres conditions aux limites. 


13. Dans la théorie de la propagation de la chaleur on est conduit à 
chercher plus généralement des intégrales de l'équation (1) satisfai- 
sant aux conditions 
( y(a) land Rye a) == 6, 


8 
(18) | y(b)+Hy'(b)=o, 


h, H étant des constantes positives. En faisant h =H = 0, on retombe 
sur le problème traité. 

L'intégrale de l'équation (1) satisfaisant aux extrémités de l’inter- 
valle ab aux conditions 


y(a)—h y'(a)= a, 
y(b) + Hy'(b) =8, 


a, 8 étant des constantes données, résout l’équation intégrale 


a(b+H—zx)+B(r-a+h) 
b6+H—a+h 


, 


b 
(9) pe) 2 f Gite, 5 AG) WOE = 


où la fonction G,(a, £) est définie de la manière suivante : 


., (b+ H —£)¢(2— ah) 
M) b+H—-a+h 
(b+H—zx)(Ëé—a+h) 


EN ee ee. DE <a, 
Gi(x,é) = (a tant pour ££æ 


pour 2a, 


Si dans l’équation (19) on fait « = 8 =o, on est done conduit à une 
équation de Fredholm sans second membre n'ayant de solution que 
lorsqu’on attribue au paramètre À des valeurs exceptionnelles. La 
fonction y définie par l’équation (19) est méromorphe en À et, « et 2 
étant quelconques, admet éoutes ces valeurs exceptionnelles comme 
pôles. 

On démontre, comme au n° 2 du premier Chapitre, que ces pôles ne 


Ann. Ee. Norm., (3), XX VI. — FévRIER 1909. 
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peuvent être que réels et simples. S'il y avait une valeur exceptionnelle 
complexe À +1" on aurait, en désignant par u + zw l'intégrale cor- 
respondante, 


b 
wf A(æ)(u?+ vs?) dx =0, 


x fa) (u?+ 0?) af LE) + (S) | dx 


— hut (a)- (a) — A eye ees, 


d’où l’on déduit que A” est nécessairement nul. 
De même, si la solution y de l'équation (19) admettait un pôle mul- 
tiple À,, on serait conduit, en désignant par o(x) le coefficient de la 


plus haute puissance de ; ~ dans le développement de y autour de 
oma 5.00) 


ce pôle, à l’équation 
{de ho! 
fl (2) dx + Ho"(b)+ho?(a)=0, 


ce qui entraîne 9(a#) =o. 

Démontrons maintenant l'existence effective de ces valeurs excep- 
tionnelles. 

A cet effet, considérons d’abord le cas particulier H = o, c’est-à-dire 
proposons-nous de rechercher les intégrales z de l’équation (1) satis- 
faisant aux conditions 


3(a)—hz3'(a) = 0, 


ee 3( 0) =o. 


Comme une pareille intégrale n’est déterminée qu'à un facteur con- 
stant pres, nous pouvons écrire ces conditions 
ANNEE Saat, ZO) =r 


Faisons d’abord abstraction de la derniére de ces conditions; les 
deux premières déterminent une intégrale s. 
Désignons encore par y l'intégrale déterminée par les conditions 


Y(a)=0; Y'a). 
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Entre ces intégrales on a la relation facile à établir 


c’est-à-dire, en vertu des conditions initiales et en mettant en évidence 
le paramètre À dont dépendent les intégrales y et z, 


(21) y(b, d) 2!(b, A) — 3(b, 0) y'(b, = — A 


Donnons à À successivement deux valeurs singulières À, et Anais 
dont nous avons établi l’existence dans le Chapitre précédent. On 
aura 

LAPS e097 ( 0, MIE TS 


D’autre part, en vertu de ce que nous avons établi au n° 7, les déri- 
vées y’(b, À,) et y'(b; À,.,) sont de signe contraire; il en est donc de 
même des quantités 3(b,À,) et z(b,À,,,). Or, z(b, À) étant une fonc- 
tion continue de À, cette fonction doit par conséquent s’annuler au 
moins une fois pour A, <A << À,,,. D'ailleurs, la même formule (21) 
montre qu'entre deux valeurs consécutives de À annulant z(b,X),il 
existe au moins une valeur singulière [c'est-à-dire une valeur de À 
annulant y(b, A)|; de sorte qu'entre A, et A,,, il existe une valeur et 
une seule de À pour laquelle on a 2(b,A) = 0 (*). 

Le problème particulier H = o étant ainsi résolu, soient 


/ i i ji ! 
Ve, DRE Re es ds Xe EEE] À 


les valeurs qu'il faut attribuer au paramètre pour que l'équation (1) 
admette une intégrale satisfaisant aux conditions (20 ); et revenons au 
cas général. 

La formule (6), convenablement modifiée et appliquée à linté- 
grale z déterminée par les conditions initiales (a) =A, (a) = 1, 


devient 
d dz \2 : ; 
al () ten] =O, 


(1) Il y a exception pour l'intervalle (A-1, À4) dans lequel se trouvent deux valeurs 
pareilles, l’une positive, l'autre négative. 


Ta 
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qu’on peut encore écrire 
d\1 ee A De LME RE f (Bye == 0. 
ail sc H D ME CARE dx 


Cette’ formule, valable tant que z(b)o, c’est-à-dire pour 
AL, (n = +1, =2,...), prouve que l'expression 
rf z'(6) a 
Re e(O) : | 
décroit constamment lorsque À varie de X,, à À,.,, par exemple; 
comme elle devient infinie aux limites de cet intervalle et qu'elle est 
da / . . 9 ete 
continue pour À, << A<X',,,, il est clair (*) qu’elle varie de + æ 
à — æ et que, par conséquent, elle s’annule une fois et une seule. Ceci 
établit l'existence, en nombre infini, des valeurs exceptionnelles 
auxquelles correspondent des intégrales satisfaisant aux condi- 
tions (18). 
Quant au calcul de ces valeurs exceptionnelles, il est clair que la 
méthode développée au n° 6 est encore applicable. 
14. Proposons-nous encore d'intégrer l'équation (1) moyennant les 
conditions aux limites 


(22) J'(a)—0,  y'(b)—o, 


qui correspondent, dans le problème de propagation de la chaleur 
auquel nous faisions allusion au commencement du n° 13, au cas où 
il n’y a pas de rayonnement vers le dehors. 

On peut considérer les conditions (22) comme la limite des condi- 
tions (18) pour À =H =o, 

Remarquons tout d’abord qu’il n’y aurait aucune difficulté à traiter 
le cas où l’une de ces quantités, soit H, tendrait vers l'infini; on n’au- 


(1) Il est d’ailleurs aisé de le vérifier directement. Dans le voisinage de À = XJ, la fonc- 
tion z admet le développement z = z+ (A — Aj, )z1-+..., les fonetions 29, 21, ... véri- 
fiant les conditions initiales 2)(@) = A, 2) (a) =1, 29(6) = 0,zi(a) = 2; (a) = 0, et l’on 


trouve facilement 
SE) 
h a 
A Lx z'(b) I BCOy aes 


D) ZB ee ee ae eae 
21(0) 29 (0) DO HONS Mar Os 


I 
Àn x z(b) 


LUE +. Oe) <2 
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rait qu'à remplacer, dans l’équation (19), la fonction G,(a, 2) et le 
second membre par leurs limites pour H — +. 

Il n’en est pas ainsi lorsque A et H tendent simultanément vers l’in- 
fini, puisque la fonction G, (a, £) cesse d’exister. 


Pour traiter ce cas, nous supposerons H = A et nous ferons aug- 
menter À indéfiniment. 


Les expressions qui définissent la fonction G,(x,£) peuvent 
s’écrire 


(b—x)(£— a) DE 


a 
Pe. ih «a wo SS HSE 
WIS ne a … : pour: sz, 
n'a h 
(b—t\(a@—a) b—a 
h ; . y =a (he) es 
Gi(2,g)=>+ yo pours. 2. 
SE 
h 
Cela étant, l’intégrale de l'équation 
du 
dx? ARE 


vérifiant les conditions u(a) — hu'(a) =«h, u(b) +hu'(b) = Bh, est 
donnée par la formule 


a(b—zx)+B(x ees er 
b— a 


b 
ni} Gi(æ, €) JE) dE + 


Si maintenant la fonction donnée f(x) satisfait à la relation 
ab 
il f(2)dx+a+6=0, 


LCR 
> 7 € A + ac 
on pourra retrancher de la fonction G,(x,6) la quantité = qui est sa 
partie principale dans le développement autour de h ==; dans l’ex- 
pression qui reste on pourra alors faire croitre À indéfiniment. 
Le résultat auquel on parvient ainsi est le suivant : 
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L'intégrale de l'équation 


d? 
<4 + fe) =o, 


verifiant les conditions aux limites 
u'{a) =—a, ut bya 6, 


et en supposant satis faite la relation 
1b 
fl f(æ) dæ + a +6 —0, 


est donnée par la formule 


(b— x)+B(x — a) 
2 


b 
«= f Gi, (x, E) f(E) dE + = FC, 


où l’on a posé 


Gin port 


2 


= pour E22. 


On a ajouté la constante C qui ne change évidemment rien, ni à 
l’équation, ni aux conditions sur le bord. 

Ce résultat nous permet maintenant de rameneraune équation inté- 
grale le problème posé au début de ce numéro. Il est clair, en effet, 
que l'intégration de l’équation (1) satisfaisant aux conditions 


Vig)=—e, (0) = 
sera donnée par l'équation 


—æx)+f6(x—a) 


2 


+ C, 


b 
(23) (a) à f G(æ,E) A(E) y(E) dE — 2 


C n'étant plus cette fois une constante arbitraire, mais choisie de façon 
que y satis fasse à la condition 


b 
(67) af A(x) y(2)dx+a+B=0. 
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Posons, pour abréger, 


b 
f Ate)de =, BOR Brae 2a) 


I » 
Gane af CAC) de = Hae 


b 
k(æ) — a k(x) A(x) dx = U(x). 


En déterminant la constante C par la relation (24), on sera conduit 
Jinalement à l'équation intégrale 


pe oe a + 8 
(25) ye) =f H( 2,2) A(é) y (2) ET (æ) — Mi ns 


Il est facile de voir que le second membre de cette équation ne s’an- 
nule, quel que soit x, que lorsqu’on a «= 6 =o. Les pôles de y(x) 
coincident done avec les valeurs exceptionnelles de À auxquelles cor- 
respondent des intégrales satisfaisant aux conditions (22). Ces poles 
sont réels et simples; ils forment une suite infinie. La démonstra- 
tion est entièrement semblable à celle que nous avons développée 
au n° 13. 

Remarquons cependant que, pour démontrer qu'un pôle À, est 
simple, on doit supposer À, 40. Or À =o est évidemment un pôle ; 
c’est un pôle simple, comme il résulte de la forme du second membre 
de (25); mais ceci exige essentiellement qu’on ait Mo, comme nous 
l’avons tacitement supposé en établissant la formule (25). 

Il résulte de ce qui précède que, pour calculer les valeurs excep- 
tionnelles et les intégrales satisfaisant aux conditions (22), on doit 
partir du développement suivant de la fonction y définie par l’équation 
intégrale (25) : 

a + f 


y= Ni + Yo(r) +AVi(T) +... 


Qu’arrive-t-il lorsque M est nul? La formule (24) ne déterminera 


(1) Réciproquement, il est aisé de remonter de l'équation (25) à l'équation (1) et aux 
conditions sur le bord, 
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plus C; en y remplaçant y(æ) par sa valeur tirée de € ) 
nera simplement la forme HUMEUR | : a 


(24!) ate f “sounder” [aan AG yw) dr =o. 


En 
. 
—« 


C'est sous cette forme qu’elle déterminera la constante C, sv ni 
quantité 


b b 4 4 : = 
’ Mf f GG) A(@) AG) ardt es 


7 AR 
> en 


est différente de zero. En posant 


Halts cy = Gre, D f if Gi, (a, &') Gi (EE) A(x) A(E') dx dk, 


eae at f Gi (aE AGE) AE) AE) ded = (2), 


on sera conduit à l'équation intégrale 


[ A(x) k(x)dax sees 
y (æ) af He, 8) AG) 7) he) gg RÉ 


La valeur À = est donc cette fois un pôle double de y(æ); et l’on 
devra tenir compte de cette circonstance dans le calcul des pôles. 

On continuera de la même façon si l’on a aussi M, = 0: et ainsi de 
suite. 


15. Une méthode entièrement pareille nous permettra de traiter le | 
problème des intégrales périodiques de l'équation (1). 
Notre point de départ sera l'intégration de l'équation 


Cu 
Ope 


+ f(æ) =, 


moyennant les conditions 


ula) = ul bd), 


(26) | : 
u'(a)=u(b) +k VAE COnst.). 


Il est clair que le problème ne sera possible que si la fonction f(x) 
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ioe: 


Cette relation étant supposée remplie, l'intégrale cherchée est 
donnée par la formule (') 


satisfait à la relation 


b 
u(2) =i G(x, E)F(E) dé + € (C const. arbitraire). 


‘Tl suffira maintenant d’énoncer le résultat : 


L'intégrale de l'équation (1) satisfaisant aux conditions (26) est la 
solution d’une équation de Fredholm, dont le second membre s annule 
avec k. Le point À = 0 est un pôle de cette solution, dont l’ordre de mul- 
tiplicité dépend de la fonction A(x). 


En particulier, si la quantité 


f'acmar 


est différente de zéro, le pôle A = o est simple. Quant aux autres pôles, 
ils ne peuvent être que réels et simples. 

A ces pôles, que nous appellerons valeurs caractéristiques, corres- 
pondent des intégrales satisfaisant aux relations 


y(a) = y(b), 


Par conséquent, sz la fonction A(x) admet la période b — a, ces inte- 
grales admettront la méme periode. 

Pour démontrer l'existence d’une infinité de valeurs caractéris- 
tiques, établissons briévement une formule analogue à (6). 

Tant que À est différent des valeurs séngulières x, du premier Cha- 
pitre, il existe une intégrale et une seule de l'équation (1) prenant la 
valeur un pour «=a et æ— b. Désignons-la par 2(a, À); c’est une 
fonction continue de A, pour À #A,. La marche suivie au n° 3 conduit 


(2) La fonetion G(x, Ë) est celle que nous avons définie au n° 1. 


Ann. Ee. Norm., (3), XXVI. — FEVRIER 1909. 


Are 


L 
127 __ 
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ici à la relation : . 1e 48 eve Te 


ë ; Pine t 4 
ried Cree ae NURS ae i, A(æ)2(æ, à) da = 0. 


Comme d’autre part on tire de l’équation (1) 


ca b - 
31(0,2)— (a0) f (2,0) de +2 [| Alaye(2, A) dx, 


il vient finalement 


=p (27) 2) ee a May) de 
Il est clair que = satisfait à l'équation de Fredholm 
| b 
(28) #2 f 6 DA ES. 
Étudions cette fonction dans le ne d’une valeur singulière An: 
Ona 
= + U(v)+.... i | 


En portant ce développement dans l'équation fonctionnelle (28), on 
trouve * 


a ApA (2) = o, ¥(a) =$(b) =o, 


du, 
Te da A(2) bo + A(@)b=0, ola) = Hol) =r, 


d’où l’on tire aisément 


ab 
PO) Hays = f dete) aie 


D’autre part, 


2'(6,A4)—2'(a,A)= UE di(a) +..., 


3!(b, Es Ma; A) 


d’où l’on conelut que le rapport = ) tend vers + ou —+ 


ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DES CORDES ET DES MEMBRANES VIBRANTES. 59 


suivant que À — À, tend vers zéro par valeurs positives ou négatives, 
pourvu toutefois que (a) ne soit pas identiquement nulle. 

Or il est facile de se rendre compte sous quelle condition se présen- 
bene la dernière Oronstayice: Si l’on désigne par u,(æ) la solution de 
l’équation associée à (28), sans second membre, pour À = A,, 


b 
un (x) Aa A (a) f G(é, r) PATATE AE 


il faut et il suffit qu'on ait 


b 
je Ue) OL =O, 


Or, comme on a manifestement 
Gi 2) = GC, ©), 


cette dernière condition revient à 


b 
JL ATP) de =O, 


c’est-à-dire à 
¥n(6)— yr(a) — O, 


Y(æ) étant l'intégrale singulière correspondant à A,. 

L'intégrale singulière y,(x) serait donc en même temps une intégrale 
périodique et X, serait une valeur caractéristique. 

Écartons cette circonstance qui est évidemment d’une nature excep- 
tionnelle et supposons que À varie entre deux valeurs singulières con- 
sécutives À, et À,:,, dont aucune n’est caractéristique. La formule (27) 
prouve alors que, entre ces deux nombres, dy a une valeur caracteris- 
tique et une seule. 

Remarquons qu'une valeur singulière d'indice mpazr ne saurait être 
en même temps une valeur caractéristique. Il résulte en effet, de la 
propriété des intégrales de l'équation (1) établie au n°7, que les valeurs 
de la dérivée d’une intégrale singulière d'indice impair aux points a 
et b sont de signe contraire. 

Supposons maintenant que la valeur singulière d'indice pair À, soit 
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en même temps une valeur caractéristique; la fonction Bie test 
alors holomorphe autour de À = A,, et l’on a 


z(æ, À) = Yo(x) + (A— han) dr) +... 


d,(æ)étant évidemment une intégrale de l’équation (1), DOUTE 
prenant la valeur un en a et b. La formule (27) reste valable pour 
À = À, et l’on doit distinguer deux cas : 


1° W(a)— Y,(b) £o. — Le rapport ae 
+ o à — o lorsque A varie de À3,-, à À,,+, et par conséquent s’an- 
nule pour une valeur de À différente de À,,. 

2° bi(a) — Ÿ,(b) =o. — L'intégrale d,(æ) est periodique et il en 
est par conséquent de même de toutes les intégrales de l'équation (1) 
DOUTE 


décroit de 


En résumé, entre deux valeurs singulières consécutives d'indice 
impair il existe en général deux valeurs caractéristiques; si ces deux 
valeurs se confondent, elles deviennent égales à la valeur singulière 
d'indice pair respective et alors toutes les intégrales de l'équation (1) 
sont périodiques. 

Quant au calcul des valeurs caractéristiques, on appliquera la mé- 
thode du n°6, en tenant compte, bien entendu, que À =o est un pôle. 


DEUXIÈME PARTIE. 
L'ÉQUATION Au+XA(æ, y)u=o. 


I. — Intégrales nulles sur le bord. 


|. Le premier problème fondamental qu'on se propose sur Péqua- 
tion aux dérivées partielles 


Ox 


(1) Au+AA(x, Vi) iO (a= 5+ 55) 
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est d’en trouver une intégrale, continue ainsi que ses dérivées par- 
tielles du premier ordre à l’intérieur d’une aire simplement con- 
nexe (R) limitée par un contour fermé C('), et s’annulant sur le bord. 

Soit G(æ, y; £, n) la fonction de Green attachée au contour C, c’est- 
à-dire la fonction satisfaisant aux conditions suivantes : 

Elle vérifie l'équation de Laplace à l’intérieur de C; 

Elle est continue dans (R), sauf au point x —£Ë, y=7, où elle devient 
eee eee DEE, 
ia aa 

Elle s’annule le long du contour C. 

On sait que l’existence de cette fonction, que les conditions énon- 
cées déterminent complètement, est une conséquence du célèbre pro- 
blème de Dirichlet. 

La fonction de Green jouit de plusieurs propriétés importantes, 
entre autres d’être symétrique par rapport aux deux couples de va- 
riables x, y et &, n. 

Cela étant, considérons d’abord l’équation 


infinie comme log 


(2) Au + f(x, y) = 0, 


où f(x, y) est une fonction donnée admettant des dérivées partielles 
dans (R) et sur C; cette équation admet une intégrale parfaitement 
déterminée, continue et ayant des dérivées premières continues à l’in- 
térieur de C, et prenant la valeur zéro sur le bord. C’est la fonction 


way) = se f [Oley En) fern) dé da, 

Vintégrale étant étendue à l’aire (R). Cette fonction vérifie en effet 
l'équation (2); c’est une conséquence de la formule de Poisson. 
D'autre part, elle s’annule sur la frontière comme la fonction G elle- 
même (2). Il est clair que cette intégrale est unique, puisque la fonc- 
tion harmonique nulle sur le bord est identiquement nulle. 


(1) Nous supposons que le contour donné est de ceux par rapport auxquels on peut 
résoudre le problème de Dirichlet; pour plus de simplieité, nous le supposons formé 
d’ares de courbes analytiques et ayant partout une tangente déterminée. 

(2) La difficulté relative au point Ë = x. n = y se lève facilement. 
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De même, soient u,(s) une fonction continue donnée le long du 
contour C et u(x, y) la fonction harmonique prenant sur ce contour 
la succession de valeurs u,(s). La fonction 


3) ule y) Sule y+ se ff Glas ys) flEn) di dn 


vérifie l'équation (2) et prend sur le bord les valeurs w,(s); c’est d’ail- 
leurs la seule intégrale de (2), continue ainsi que ses dérivées du pre- 
mier ordre dans (R), qui prend ces valeurs sur la frontière. 
Si maintenant nous nous proposons d'intégrer l’équation (1) moyen- 
nant la condition 
UZ, y) == Uals) (sur C), 


nous serons conduit à une équation intégrale 


2 


Guy) Ze f [Ge 5 Bn) AG n) un) didn = (ep: 


Réciproquement, la solution de cette équation intégrale satisfera à 
l'équation (1); il suffit pour cela que A(x, y) soit dérivable dans (R ). 

L'intégrale de l’équation (1) qui prend sur le contour C les valeurs 
données u,(s) est donc une fonction méromorphe du paramètre A; ses 
poles sont les valeurs de A pour lesquelles l'équation sans second 
membre 


: À . 
(5) way) — = f [GG pi & 0) ACE) w(E, 0) dE dn =o 


admet des solutions non identiquement nulles. Or on est conduit à 
equation (5) en supposant 4,(æ, y) =o; il faut et il suffit pour cela 
qu'on ait u,(s)=—=0. Les solutions de l'équation (5) représentent done 
des intégrales de (1) s’annulant sur le bord, et l’on voit ainsi que de 
pareilles intégrales n'existent que, peut-être, pour des valeurs excep- 
tionnelles de A. Nous appellerons ces valeurs les constantes caractéris- 
tiques de l'équation (x). 


2. Les constantes caractéristiques ne peuvent être que réelles. 
Soient en effet « +73 une constante caractéristique complexe et 
9 + wv une intégrale correspondante, de manière qu’on ait, en sépa- 
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rant les parties réelles et imaginaires, 


Av +aA(a2,y)v —BA(z,y)w=0, 
Aw+aA(z2,y)w+BA(a,y)e =o. 


De ces équations on tire 


AH ETES Bf fac (x2, vy) (0? + &?) dx dy =o, 


TN A6 + w Aw) dr dy + a f A(x, y) (9? + 2?) dx dy =o. 


Or, les formules classiques de Green donnent 


dy dw 
Jf (de am) dedy = f (Fe — 0S) ds, 
; de ONO 
J J odededy=— [ oTas—f f |(<) + pa far dy, 


7 désignant la dérivée suivant la normale intérieure et ds l'élément 


linéaire de C. Par conséquent, comme ¢ et w s’annulent le long du 
contour, les relations (6) se réduisent a 


Bf [A (any) (e+ wt) de dy = 
HPLC AS 
+ [TE + (5) [ae dy—a f A(a, y) (0? + w*) dx dy =o. 


On a done nécessairement 6 = o, car autrement la fonction 6 + ww 
serait constante; et comme elle s’annule sur le contour, elle serait 
identiquement nulle ('). 


(1) La démonstration suppose l’existence des dérivées normales sur le contour. Or, 
remarquons qu'une intégrale singulière satisfait à l’équation (5); elle aura donc des déri- 
vées normales sur le contour, si la fonction de Green attachée au contour en a. Dans le 
cas où le contour se réduit à un cercle, il en est bien ainsi; la démonstration que nous 
venons de donner est done valable pour un cercle et par conséquent pour tout contour 
qu'on peut représenter conformément sur un cercle. 
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Démontrons encore que la fonction u(æ, y; À) (nous mettons en évi- 
dence le paramètre) définie par l’équation (4) ne peut avoir que des 
pôles simples. 

Soit en effet A, un pôle d’ordre n (nr > 1) de cette fonction, de telle 
façon qu’on ait, dans le voisinage de ce pôle, 


Le een Re 
HEAL SS sayy Sg 


+... 
En portant ce développement dans l'équation (4) et en égalant les 
coefficients des plus hautes puissances négatives de À — À,, il vient 


va y) 22 ff Ges ri En) AGE 0) PC) dE dn = 0, 


2 
ae 


27 


— 5 ff Gia yi bin) AE n) p(E 0) dE dn =o, 


(2,9) — ff errs ba) An) q En) dE dr 


relations qui reviennent a 


Ap +i, A(2,y)p=o, 


=q=o surC). 


On tire de la, comme tout à l'heure 
9 ’ 


dp d 
qe a a 
[CR PB) er ff Meanprde dy =o, 
cp p\?, (9p\*) 4. f has 
fras+ ffs) + (3) Jac dy x IEC )p dx dy =o. 


Comme p et g s’annulent le long du contour, il en résulte qu’on a 
identiquement p(a, y) =o. 


3. Cela posé, nous allons établir l’existence effective d’une infinité 
de constantes caractéristiques. 

La fonction u(x, y; À) étant holomorphe autour du point À =o, 
qui n’est pas un pôle puisque u(x,y;0)=u,(x,y), développons-la 
autour de ce point. 
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(7) uUl@,V; \)— wea, yy) PAU, (x Y)E...+ 'u,(x, y) +... 


ce développement, qui est évidemment absolument et uniformément 
convergent, lorsque À varie dans son plan à l’intérieur d’un cercle dé- 
crit de l’origine comme centre et passant par le pôle le plus voisin, le 
point (a, y) ayant une position quelconque dans (R). Portons le déve- 
loppement (7) dans l’équation (4). En annulant les coefficients de 
toutes les puissances de A, il vient 


UCL yy [fs ., HH) ACE; n) Hate, n) dé dn (ies i1 22, .. ays 


Les fonctions u,, u,,... se déterminent donc de proche en proche 
par les relations récurrentes 


At == 0; 
A == 
(8) ui + A(x, y)u)=0, 


Au, + A(2, y)u,,.=0 
et moyennant les conditions sur le bord 


Wy = (0) 


S’il n’existait pas de constantes caractéristiques, la fonction u(æ, y; A) 
serait holomorphe dans tout le plan de la variable complexe À et la 
convergence de la série (7) serait illimitée. Si donc on démontre que 
le cercle de convergence de cette série est limité, on sera assuré qu'il 
existe au moins une constante caractéristique. 

Nous allons maintenant remplacer cette série, où les coefficients 
des différentes puissances de À dépendent de x et de y, par une autre 
à coefficients constants. Considérons à cet effet la fonction 


GO) = f A(z, Y)u(x, y) u( 2,73 À) dx dy. 
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Il est clair que cette fonction est elle-même méromorphe et qu’elle 
ne saurait admettre d’autre pôle que ceux de u(x, y; À). Il suffit done, 
pour le but que nous nous sommes proposé, de démontrer que ®, (A) 
n’est pas holomorphe dans tout le plan de la variable À. 

Posons 


= ff Alay) U(r, VY Ue, y)aady- 


Les constantes æ, ont été introduites par Schwarz. 
Le développement de la fonction ®, (A) dans le domaine de l'origine 
est alors 


(9) D(A) =m +Ahwyt... +A wat... 


Montrons que ce développement n’est pas valable dans tout le plan. 
On a, en vertu des relations (8), 


[ [Men untadady=— ff ugMupss dx dy. 


D’autre part, la formule de Green donne 


du du 
ff pes Bitg— ug Aup+1) dx dy +f (ton De — 2 Bt) ds = 0. 


Par conséquent, en supposant g21, comme u,,, et u, s’annulent sur 
le contour C, ona 


— [fraude dy = [ Pups, Au, dx dy, 


c’est-à-dire 


Jf [Ae nude dy [fat pusauy de dy. 


Il résulte de cette égalité qu’on peut écrire 


(10) “= ff Ala, y) Un( 2, Y) Unsi( X,Y) dx dy. 


nr Aus, dx dy, 
D ‘ax De = a 


> 
4 


Tie on L UE ; : ‘ a - 
par l'application d’ een 
So - 7 7 


en. ae e/ Ouse / du _ 
“01M eee 


Les cor nstantes de Schwarz à indice impair sont donc essentiellement 
ez positives € et différentes dé zero (5). . 
ve Là One a de même 


ec Ds man ff db = [fret de À 
et, par conséquent, 
| Ps DNA de. 

rma [JC ro + — Oy ay est ae dy. 


Cela ERC considérons la forme quadratique définie positive en « 
et 6 


a - ee dun. DT1E ES OU» 2 
ig ne de +6 en) + + (a DAC a |dedy>o, 


inégalité qui s’écrit simplement, en vertu de ce qui précède, 


sae, 
7 


Pon—3 0? + 2Won—1 af + Wen B?>o (?). 


On a donc a 
or À v3 n—-1 << Won—3 Monti) 


_ (1) En effet, w»»41 ne peut s’annuler que si w,+1 se réduit à une constante, mais 
alors tn, Un—1, +--+, Uo Seraient nulles en vertu de (8). Remarquons encore qu’on a 


wna f fay) u? dx dy. 


Par conséquent, pour A(x,7) > o, les constantes à indice pair seraient aussi posilives. 
2) Il est essentiel de remarquer que la forme ne peut s’annuler que pour 4 = B = 0, 


NS 
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et, puisque ces nombres sont positifs, 


Won1 Wont 
Se LA — 6 


Won—3 Won—1 
La suite d’inégalités 
MR AOR Ee LS 
Fi Ws Won—1 


Von1 


tend vers une limite finie et plus grande 


montre que le rapport 
Won—1 


que zéro. En effet, ce rapport ne saurait augmenter au delà de toute 
limite, puisque la série (9) aurait un rayon de convergence nul, ce qui 
n’est pas. 

Il résulte de ce qui précède que la convergence de la série (9) est 
limitée. 

En effet, si la série 


Wy t+ Aw, + wet... +A" wrt... 
convergeait pour toute valeur de A, il en serait évidemment de méme 
de la série 
Aw, + À {Vs + 23 H's +e... + A+ 1 ont +... , 


où l’on n’a conservé que les puissances impaires de À; mais alors on 
devrait avoir 


. Vs 
limo" 


nao Wan—y 


4. Il existe done au moins une constante caractéristique. 
Reciproquement, soit A, la constante caractéristique la plus petite 
en valeur absolue et soit 


(11) Zjts 3199 oe ey) Zip 


un systéme d’intégrales linéairement indépendantes correspondantes, 
c’est-à-dire les fonctions satisfaisant aux relations 


(12) Azi,+A, A(x, ¥)3;,=0 (= 400 Ep), 
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Je dis que, si la fonction u,(s) n’a pas été choisie d’une façon parti- 
culière, les séries (7) et (9) ne sauraient converger au delà du cercle 
de rayon | A, |. 


En effet, pour que À =A, ne soit pas un pôle de u(a, y;A), c’est- 
a-dire pour qu'on puisse résoudre l'équation 


wa p)— Zt ff GG rs En) AG, n) «(G,n) dd = (x,y), 


27 


il faut et il suffit que son second membre satisfasse aux relations 
{faute n (LI y) dr ay =O, 


Z,x étant solution de l'équation associée, sans second membre, 


Bey) — [ [GE ni 2, y) Mwy) WE) dE da =o. 


27 


Grace à la symétrie de la fonction de Green, on vérifie immédiate- 
ment qu’on a 


ZLix= A(z, ¥) 51k Mers) 


puisque la relation 
À 7 : 
une, y) 2 f G(x, 75 80) AG, n) s14(&,n) dE da = 0 


est équivalente aux relations (12). 
La valeur A =A, sera donc certainement un pôle de u(a, y; A), si 
les égalités 


f [Ao su(e7) uy(æ, y) dx dy =0 


ne sont pas vérifiées par la fonction u,(x, y), c'est-à-dire, en vertu 
de (12), si l’on n’a pas 


f fro y) Az,,dxzdy=0, 
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ce qu’on peut encore écrire 


(13) POELE D RC ee 
x ae 


Or, u,(s) est une fonction arbitraire; on peut donc supposer que 
ces relations ne sont pas satisfaites et par conséquent la convergence 
de la série (7) s’arrélera au cercle de rayon |i,|. 

La fonction u(x, y; A), admettant le pôle simple À = 2,, aura dès 
lors autour de ce pôle un développement de la forme 


ule, ys i) = =e + partie régulière autour de À = À. 
RSS 
Ay 
ne D . 1 
Nous avons désigné le coefficient de x Par S11, parce que ce 
I— — 
Ay 


coefficient est une intégrale singulière correspondant à la constante 
caractéristique A,, comme on le-voit de suite en portant le développe- 
ment précédent dans l’équation (4); et l’on peut évidemment prendre 
cette intégrale pour la première du système (11). 


Le coefficient de —— dans le développement de la fonction ®, (A) 


I — 


Ay 
autour du pôle A = À, sera par conséquent 


a A(æ, ÿ) Su (æ, 9) Uo (a, y) de dy, 


expression qui n’est pas nulle. La série 
Po + Aw + AIME... HAT, +... 
diverge au dela du cercle de rayon |h|, ce que nous avons voulu 


démontrer. 


5. L'étude de cette série va nous faire connaître les diverses circon- 
stances qui peuvent se présenter. 


: Ww gee : ’ eee 
Si le rapport = tend vers une limite bien déterminée lorsque 7 
i 


i 4 = : poe tet ek oe eee ee “re 
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augmente indéfiniment, il y a un seul pôle sur le cercle de convergence 

des séries (7) et (9). Désignons-le par À, et soit s,, (x, y) le coefficient 

de Tet dans le développement de u(æ, y; A) autour de A=A,. On 
a 


aura alors, comme au n° 6 de la premiere Partie, 


lim UT CASA EI CT 0 


. . Ww . . 5 
Si au contraire le rapport —~ ne tend vers aucune limite bien 


Ure | 
déterminée pour 7 infini, nous sommes certain qu'il y a deux pôles, 
égaux et de signe contraire, sur le cercle de convergence de séries (7) 
et (9). Désignons-les par A, et À, = — À,, et appelons z,, et z,, les 


z . I I . 
coefficients de —— et ——- respectivement. On a, dans ce cas, 
1 — I— — 
Ay he 


la fonction (x, y; A) étant holomorphe dans un cercle de rayon plus 
grand que |A,|. On calculera alors À,, z,, et z,, par les formules 


I 
= = lim 


Won+1 
2 en 
rt n=e W2n—-1 


Le] 


Z11(2; y) 2) 3h (T, 97) = lim ae lenis (2, y); 
n— œ@ 


Done lime (T7). 
n = 


6. D'une manière générale, supposons qu'on ait établi l'existence 
et calculé la valeur des constantes caractéristiques rangées par ordre 
de modules non décroissants 


Da poe er 


dont la valeur absolue est au plus égale à un nombre donné N, et que 
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l'on ait en même temps calculé les résidus correspondants 
Bity S219 ee.) pis 


On pourra écrire, dès lors, 


0 


(26 DR eo a I OU 
ie a 1— — 
À ho Ap 


la fonction U(a, y; À) étant holomorphe dans un cercle de rayon plus 
grand que N. Portons cette expression de u(x, y; À) dans l'équation (4): 


il vient 
Sun n Spi / re À 
me +...+ x + Ula 54) 


EE — — 


. Biles) à 
ne Me ra bats PRE es di dn = Uy (a, y). 


wi 


Or, les fonctions z,, satisfont aux relations 
cu 2e f face. 73 En) ACE, n)sm(E, n) dE dn. 


Il vient donc finalement 


(14) U(z, y; A) Af few, y3& n)A(Ë,n) U(E, 03 À) dé dn 
= Uo (2, Y) — 244 — Za — -s -— Spy. 


Le mécanisme des constantes de Schwarz nous permettra alors d’éta- 
blir l'existence d'une nouvelle constante caractéristique, ainsi que d’en 
calculer la valeur. 

Soit en effet 

Ute, 774) =U, (2, 7) +AU (2, Y)+...+ AU, (x, y) + 


le développement de la fonction U(x, y; A) autour de l'origine. La 
fonction 


Pris f AC, y) U,(a, vy) U(a, y: À) dx dy 
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aura autour de A=o un développement dont la convergence sera 
limitée. 

La démonstration est identique à celle que nous avons développée 
au n° 4. 

Réciproquement, soit À,,, une constante caractéristique de module 
immédiatement supérieur à N, et soit 


Sp+119 +++  Fp+1,q99 


un système linéairement indépendant d’intégrales correspondant 
à À,.,. La fonction U(x, y; À) admet le pôle A = A,,, si l’on n’a pas 


ff tute, ¥)— six, ¥)—:..— zx, ¥) J A(2, ¥) Zpis,edx dy =0 
1 Chie oe os, Gs 
Cette relation se réduit, en vertu de l’orthogonalité des intégrales 


singulières ('), à 


(15) J fA a) sprue a, 9) de dy =o CRE 2, 4) 
c'est-à-dire à 


dz D+ 1 Ae 
uo (s)—5— ds = 0. 
if] dn 


ll est clair que, pour u,(s) quelconque, ces relations ne seront pas 


vérifiées. De même, pour que la fonction ®,,,(A) admette le pôle 
À = Apes» il faut et il suffit qu'on n'ait pas 


— 
= 
(ep) 

= 


ff Alera) ener Volo 7) de dy =o, 


(1) Des relations 


Az aI INGA) ay 0 r 
i i A(X, D) 3: | Ps mere 
apie heh ING ON = © | 


f fae y)2j2j;da dy =0 pour it TER 
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l’on déduit 
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en supposant qu'on ait pris pour première intégrale du système %,,,x 
. I / s : 
le coefficient de ——— dans le développement de U(a, y; À). Or, en 


I — — 
me ve 
faisant A = o dans l’équation (14), on trouve 


Dry) So ME Se a ee ne Ape 


La condition (16) n’est done que l’une des conditions (15) supposées 
non vérifiées. 


II. — Autres conditions aux limites. 


7. Aulieu de chercher des intégrales de l'équation (1) quis’annulent 
sur la frontière, on est conduit, dans certaines questions de Physique 
mathématique, à examiner s’il existe des intégrales satisfaisant sur le 
contour donné à la condition 


& étant une constante positive (') et _ désignant la dérivée suivant la 
normale intérieure au contour C. 
Ce problème peut être traité d’une manière tout à fait semblable. 
Désignons par (x, y; &, n) la fonction harmonique en (x, y) à 


se , ne 4 . na « ba A = 
Vinterieur de C, sauf au pointæ = 6, y = n, où elle se comporte comme 
I 


log = =, et vérifiant sur la frontière la relation 
\(2=o Ga) 


Il est facile de démontrer que cette fonction existe et est bien déter- 
minée. Posons en effet 


= I 
(x, YS n) = log = 1e (x, Vs és 1)» 


CHE ENS 


(1) Ou même une fonction positive le long de C. 


% 
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La fonction w(a, y ; £, n) sera partout harmonique dans C et satisfera, 
sur le contour, à la relation 


is J 
(17) ee nn ee: 


Si l’on représente cette fonction harmonique comme un potentiel dû 
à une simple couche de densité o étalée sur C, en écrivant 


= foslog da, = V2 + (yyy 
Cc 


[ x’, y! coordonnées du point (c) sur C], 


les propriétés bien connues de ces potentiels, jointes a la relation (17), 
fourniront, pour trouver p, l’équation intégrale 


dlog = 


cos r ' 
(18) foes! a —k log =) da — nee oF — klog-» 


x, y désignant ici les coordonnées du point fixe (s) du contour, et Ÿ 
l'angle de 7’ avec la normale intérieure en ce point. 

La densité 9 sera ainsi parfaitement déterminée; en effet, on ne se 
trouve pas ici dans un cas singulier, puisque la fonction harmonique V 
satisfaisant sur C à la relation 


est identiquement nulle ('). La dernière partie du raisonnement démontre 
aussi que w est bien déterminée. 


(1) Cela résulte de la formule de Green 


IV OV V\2 
fide ff FS =) + (=) [acd =o, 
ov \? ov \? 
af wa+f [[(5) +(%) fard =o. 
2 ‘ Ox oy 


qui devient ici 
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Cela posé, la fonction 
wat f [Tare 0) fn) dE ds 
27 


vérifie dans C Péquation 
(19) Au+ f(x, ¥)=09, 


et satisfait sur C à la condition 


ae NL == 0: 


De même, si l'on désigne par uw une fonction continue du point sur 
le contour C et par u,(æ, y) la fonction harmonique vérifiant sur C la 


relation 
duo 


ere —ku= uy 
dn 


l'intégrale unique de l'équation (19), vérifiant sur la frontière la rela- 


. du qu : 
tion = — ku = u, sera donnée par la formule 


(20) wae f [Pla rik 0) AG 0) dé da + w(x, ¥). 


27 


8. Revenons maintenant à l'équation (1). La recherche d’une inté- 
grale de cette équation satisfaisant sur la frontière à la relation 


nous conduira à l’équation de Fredholm 


(21) u — fail [fe (a, y3 & n)u(é, n)A(EË, n) dé dn = u(x, y). 

On peut donc répéter ici tout ce qu'on a dit aux n° 2 et 3. Avec de 
très légères modifications, les raisonnements restent valables: les con- 
stantes caractéristiques, c'est-à-dire les valeurs de À auxquelles corres- 
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pondent des intégrales vérifiant sur C la relation 


— —ku=—o 
dn 2 


sont réelles, et ce sont des pôles d’ordre au plus égal à un pour la fonc- 
tion définie par l’équation (21). 
L'origine À =o n’est pas un pôle, puisque pour A =o ona 


U = UGX, ¥ ye 
En écrivant done comme précédemment 
Gn) Ulery; Ay—u,(@, y) + Au, (2, 7) 4. 4 A" a, (2, y)+..., 


les fonctions u, (a, y) se calculeront par récurrence au moyen des 
formules 


du — | 
Auy= 0; LU 0 
dn 
du 
Au, + A(x eg) ==0 hu, 0 
1 ( a 0 ’ dn (sur Gy. 
ne is douce : ee lee 
du, 
Aus (a, vy) it, 90, we — Lu,;= 0 
. [a 


La série (22) est à convergence limitee; on le voit, comme au n° 4, 
en considérant le développement autour de l’origine de la fonction 


w,(à) =f (An u(x,y'u(x,y:A)dedy = Wo+ AW,+-...+ A? W,+.... 
Les constantes W a indice impair 


Ou ger \? OUn+1 À 
ET 2 an lx d 
War À fui ds PUN pet) lea) | eee 


sont essentiellement positives et vérifient les relations 


Won-1 = Wontt 


BEI Se 9. 
Won-s Woan-1 ee ru 


qui résultent de la considération de la forme quadratique définie 
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positive 


AE PER QE ours al dad 
male eee 2 et) + (a dy © oy ie 


2 kf (ttn + Bun)? do >o. 
€ 


On démontrera aussi, de la même façon que précédemment, que, si 
l'on désigne par À, la constante caractéristique la plus petite en valeur 
absolue, A= À, sera un pôle de u(a, y; À) et de W,(A). Il faut et il 


suffit pour cela que w ne satisfasse pas aux relations 


[usde=o, 


z étant une quelconque des intégrales singulières correspondant à la 
constante caractéristique A,. 
On continuera comme aux n® 5 et 6. 


du ’ 
qn © nest 
qu'un cas particulier du problème précédent, où l’on fait =o. En 
réalité, cette condition est beaucoup moins facile à traiter (*). 
_ Reprenons la fonction de Green généralisée T(x, y:£,n;#), en met- 
tant en évidence le paramètre # dont elle dépend évidemment. 
Nous avons posé 


9. On pourrait croire que la condition aux limites 


T(x, y38,03 4) = log = —0(a, ys 8, n3 #), 


et nous avons été conduit, pour calculer 9, à l'équation de Fred- 
holm (18). 

Le noyau de cette équation, ainsi que le second membre, étant des 
fonctions rationnelles enticres de k, il résulte de la manière de con- 
struire la solution de (18) que ¢ est une fonction meromorphe de k, ne 


(*) Une méthode différente de celle que nous donnons ici a été proposée par M. Picard 
Annales de l'Ecole Normale, 1907) 
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pouvant admettre d’autres discontinuités que des pôles. Or il arrive 
précisément que # —o en est un, puisque, en faisant kK —o dans 
l'équation (18) sans second membre, on retombe sur l'équation de 
Robin qu'on sait posséder des solutions non identiquement nulles (*). 

La fonction w(a, y; 6, 434) est done elle-même méromorphe en k, 
et admettra le point =o comme pôle. Je dis que c’est un pole du 


premier ordre. En effet, supposons pour le moment qu’on ait autour 
dek=o 
Dn On—-1 


O(x, Yen; k)= = + 


k n k a1 


Hoes (2, Yen; K) s (i> 4); 


o’ étant fini pour # = o. On devra alors avoir, le long de C, 


don = don 
Ol ~~ dn 


— W),=0, robe 


les fonctions w,, w,_,, ... étant d’ailleurs harmoniques à l'intérieur 
du contour. Il en résulte d’abord que w, est une constante; et comme 


on doit avoir 
do) = 
is a dai O, 
dn 
w, est dentiquement nulle. 


Par conséquent, on pourra écrire 


a 


z+ 0" (2, 56,05 À). 


Ole, V5 es; 6) = 


Pour calculer la valeur de la constante «, remarquons que 


wo! (x, 756,03 À) 


I 
d log — 
(1) Le second membre de (18) devient FAC Cette expression ne satisfait pas à la 
I 
d log — 
condition de compatibilité qui est ici f. a ds = 0, puisque le point (Ë, n) est a l’inté- 
I 
d log - 


= ; F Te 
rieur de C et qu'on a par conséquent / —7— re 


oe 
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est harmonique dans C, nee pour k=0, et sat 
soit à la relation : 


En y faisant 4 = 0, on trouve 


di (RMSE NON 


= d’où l’on déduit 
c'est-à-dire 


=) désignant la longueur du contour C. 
En posant done 


T(x, y5 03 k) =log= —al (x, 738, nj 4), 
On aura . 
T(x, y38,n5 DT May: em) 


> 


De méme, la fonction V, partout mé dans C et vérifiant sur 
la frontière la relation 


av 


Jr de uy 


"= 


admettra le pole simple # = 0, et l’on aura 
Via, y; k)=— is J vds + Vers hy 
V' étant harmonique dans C et holomorphe pour # = o. 


10. Cela posé, l'intégrale de l'équation 


Au + fle gy=o 
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satisfaisant sur la frontière à la condition 


= er ay 
est fournie par la formule 
(23) ue [ fer Mers n5 6] En) en 


! x Dre ae 
+ V'(z,7;k) 7s | ae. 


Supposons maintenant que les fonctions données f(x,y) et u satis- 
fassent a la relation 


(24) ff ren der = fade. 


L’équation (23) se réduira alors à 
e5) we f frere DE n)dédn+ V(e,7: D. 


On a ainsi le résultat suivant : 


L’équation 
Au+f(x,y)=0 


e ! r . du a 
intégrée moyennant la condition os ku =u sur le contour, et en sup- 


| [fen dedy= fide, 


fournit une fonction unique exprimée par la formule (25), où Test une 
fonction harmonique dans C, sauf au point (§, 1), où elle se comporte 
comme 


posant gu on ait 


I 
log Ee 
(a — EP? + (y —n)? 
verifiant sur la frontière la relation 


/ 
— — kT'— _ (S longueur du contour), 
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et V(x, y; k) une fonction partout harmonique dans © et satisfaisant 
sur C à la condition 


dV' — 1 Vee 
a ees '—y—— do. 
Es RVG sf o 


Les fonctions I” et V’ sont holomorphes pour # =o. En désignant 
par I’, et V, leurs valeurs pour 4 = 0, nous pourrons énoncer la propo- 
sition suivante : 


La fonction 


— af [Tila rib nS 0) dda + Vi (ery) 


est une intégrale de l'équation 
(26) Au + f(x, y)—=0 


du 


dn 


Jfren ax ay = fus. 


Les fonctions I’, et V vérifient sur le contour les relations 


satisfaisant sur la frontière à la relation — =u, en supposant remplie 


la condition 


aX, 2 2% dV, = ob f= 
‘dn § sh Te = gf Hae. 


Or, ces conditions, jointes a la propriété de ces fonctions d’étre har- 
moniques dans C et, pour [",, d’avoir une discontinuité logarithmique 
en (7), ne déterminent ces fonctions qu’a une constante pres; de 
sorte que, si on laisse aux fonctions I’, et V;, leur signification precise 


AS de , du — 
de tout à l’heure, l'intégrale générale de (26) satisfaisant à a =i 


sur C sera donnée par 


uae f [Vileyst nf n)dédn+ Vol, 7) +B, 


Ii étant une constante arbitraire. 
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11. Nous pouvons maintenant aborder l'intégration de l’équation 
(1) Au+AA(x,y)u—=0o 
avec la condition sur la frontière 


du 
dn 


=. 
La fonction wu devra satisfaire à la relation 
À ; / 
On w= f (P(x, 758.0) AE mue n) den = Vi(e,n+E, 


E étant cette fois, non plus une constante arbitraire, mais choisie de 
telle facon que wu satisfasse encore à l’égalité 


(28) à f fan at, pérdy= [ids 
c 


Portons la valeur tirée de (27) dans (28); il vient pour déterminer E 


0 f [Mayda dy| A f [Tye 758 0) CONNECT 
+ Vie») HE f [AG de dy = fus; 


a= f [AG nd dy, 


constante que nous supposons différente de zéro, 


I — 
eS d 
E a œ 


1 [fan [Ven + 2 f [Pile 5800 AG ul n) dE da] dr dy. 


d’où, en posant 


de sorte que l’équation (27) devient 


(29) way) — ef f(a 75 8 0) A (En) (En) a dn 


=Vi (ay) +55 f uds 
€ 
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en posant 
H(x, ys8 sn) = sien) = 2 [ [AG NT, 758 n) de dy, 


Ven = Viens ff Alay) VEN de dy. 


L’équation (29) est une équation de Fredholm. Il n’est pas difficile de 
démontrer, réciproquement, que la solution de cette équation satisfait 
aux conditions voulues. 

L'intégrale cherchée est donc une fonction méromorphe du para- 
mètre A. Remarquons que, en faisant  — o, le second membre de (29) 
s’évanouit; de façon que les pôles de la fonction définie par cette équa- 
tion sont précisément les constantes caractéristiques de l’équation (1), 


Ato es. du 
pour la condition aux limites — = o. 


Il est essentiel de remarquer que À = o est un pôle. Cela résulte de ce 
que À — o est un pôle du second membre de (29); on le voit aussi 
directement, en remarquant que les relations 


Au==0 (dans C), 


du : 
Re ee (sur C) 


sont vérifiées par u = const. 


12. Les constantes caractéristiques sont réelles. Ce sont des pôles 
simples de la fonction w définie par (29). La démonstration est la 
même que pour les autres conditions aux limites, s l’on suppose le pôle 
À, 0. En effet, si À, est supposé un pôle d'ordre n, p(x, y) étant le 

I 
(A — do)” 
constant; et comme on a 


coefficient de » on démontre comme précédemment que p est 


Ap + ÀA(x, ¥y)p=o, 


on voit que p est nul, si A, 0. 
Le pôle À = o est lui aussi simple si, comme nous l'avons supposé, 
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a= f fA(2, ¥) de dy 


la quantité 


est différente de zéro. 
En effet, en écrivant 


aa q 


GO) ES SE... 


on déduit de l’équation (29) 


Ap =o, Bo 
1 sur C 
a 
Ag+A(x,7)p=0, =o 


Par conséquent, p est constant; et en appliquant la formule de 
Green, on tire de 


[far de dy + p f [a(x 0 de dy = 0 


la relation 


c'est-à-dire, puisque a #0, 
pp — 0. 


Le développement autour de l’origine de la fonction u(a, y; À) 


définie par l’équation (29) sera donc de la forme 
(30) u(x, JE + (a, ¥) +E (a, y) +... 


En portant ce développement dans (29), il vient, pour calculer les 
fonctions u,, 


I — 
LRU GO, 
ale 


Ces 7) — 2 ff (ay yin) A En) dE dr =, (2, 7), 


way) — se ff H (a, ¥3&,n) A(E, 0) wo(E, n) dE dn == Of 


Un( x,y) — silyl H(æ, € g, n) ACE, n) Un—1(6, n) dé dn = 0. 
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D'après l’expression de la fonction H(x, y; E,n), ces relations 
peuvent encore s’écrire 


notes 7) = f [Tole 758 0) AE 0) dE dn = 05 (2, y) + Co 


rey Bf [rb AG) ns(&1) dE dn = Cn, 


les C; étant des constantes. Ces relations sont équivalentes aux sul- 
vantes : 
du \ 


Au, +aA(x, y) —=o, Se 
mi du, __ 
Als Sah) EC 


d 
Au, +A(2, ¥)Un1= , “a == 0 | 


la constante arbitraire qui entre dans l’expression de u,_, étant déter- 
minée de telle façon que les relations que doit vérifier w, soient com- 
patibles (n° 11). 

Cela posé, la démonstration de l’existence de constantes caractéris- 
tiques autres que A = o revient comme précédemment à la démonstra- 
tion de la convergence limitée de la série (30). 

On considérera la fonction 


DC) =f [AG y) ola, y)u(a, y3X) dx dy, 


dont le développement autour de À = o est (') 
(31) @,(A) = Wo+AW,+...+\1°W,+..., 
en posant 

Wax ff Alas uit, 9) Unley) de dy. 


(*) @,(A) est halomorphe autour de l'origine, à cause de la relation 


J [Man uen) de dy =o. 
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La serie (31) et par conséquent aussi la série (30) ne convergent pas 
dans tout le plan; il existe donc au moins une constante caractéristique. 


Réciproquement, soient A, la première constante caractéristique et 

3 une intégrale correspondante, de façon qu’on ait 
dz : 

(32) As +A,A(x,7y)3—0o avec 0 (sur C). 


Pour que À, ne soit pas un pôle de u(æ, y; 4), il faut et il suffit qu'il 
existe une fonction u vérifiant les relations 


(33) Au+kA(x, y)u=o avec Hi (sur C). 
Or. ded ) eh (33) On tire 
ff (ads = sa) de dy =o, 
c’est-à-dire | 


Z du 
re — 
et enfin 

[sus =. 
Cc 


Supposons donc que la fonction arbitraire wu ne satisfasse pas à ces 


conditions. ®,(A) admettra alors le pole A=A,, puisque le résidu 
de ®,(A) par rapport au pole À = À, est 


f fae JY)u(æ, y)2(x, y) dx dy, 


quantité différente de zéro (*). 


On continuera comme précédemment. 


13. Indiquons succinctement ce qui arrive lorsque la quantité 


Hi A(a, y) dx dy 


(*) En effet, cette quantité, après quelques transformations, se réduit à J uz ds 


C 
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est nulle. La valeur de w tirée de (27) et portée dans (28) ne déter- 
mine plus E, mais fournit une nouvelle équation à satisfaire par u. En 
portant dans cette équation la valeur de w tirée de (27), on détermine E 
si l’on n’a pas 


3) Of ff [Ae AG Tila 7:59) dey) ain) =o. 


On aura ainsi pour caleuler u(a, vy) une autre équation de Fredholm, 
dont le second membre admet le pôle double À = o. Il en est de même 
de u(æ, y; À) et l’on aura un développement de la forme 


VAE = + coat y) + Uy (x, y) + Au,(a, Pl 


Sauf ce détail, rien n’est changé à la suite des raisonnements. 
De même, si légalité (34) est aussi remplie, on aura une fonction 
u(æ, y; À) admettant l’origine comme pôle triple, etc. 


14. Disons, en terminant, quelques mots d’une question de nature 
différente à laquelle on peut appliquer avec succès les méthodes que 
nous venons d'exposer. 

Considérons une surface fermée à p trous, et soient 


ds? = E du? + 2F du de + G de? 


le carré de son élément linéaire et ds son élément superficiel. Posons 


p(S) —2r 50 +4a(S") 


7 de de du du 
DU EG — F? 
OU OV : (+ OV ou ~) OÙ OV 
ov ov \Ov Ou Ou dv du du 
BQURA OT 
1 ( ) EG =. F2 > 


à G dU =i) dU E ou — FU 
Di du ov A oO ov Ou 
© du \ VEG—F ov \ VEG —F? 


Soit maintenant C un contour fermé entourant une portion connexe Z 
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de cette surface; on aura la formule de Green 


(35) TO Oe Td eas 


Dans cette formule, U et V désignent des fonctions de (w,v) con- 
tinues ainsi que leurs dérivées du premier ordre dans à, et À la 
nr 


dérivée normale intérieure. Si les fonctions U, V satisfont à ces condi- 
tions sur toute la surface, on pourra prendre comme contour C l’en- 
semble des rétrosections K qui rendent cette surface simplement 
connexe; l'intégrale curviligne de la formule précédente disparaît alors 


identiquement. 
Cela posé, considérons avec M. Picard (') l’équation 
(36) D;U + Ac(u, v7) VEG — F?U =o, 


et proposons-nous d’en trouver une solution continue, avec ses dérivées 
du premier ordre, sur la surface entière. 

Dans son cours de 1908 à la Faculté des Sciences, M. Pearl a ra- 
mené ce problème à une-équation de Fredholm sans second membre. 
Le problème n’est donc possible que pour des valeurs exceptionnelles 
du paramètre À. De pareilles valeurs existent-elles effectivement? On 
en aperçoit une immédiatement. C’est la valeur A = o. En effet, l’équa- 
tion de Beltrami 

DU 
admet bien une solution continue sur toute la surface; c’est la fonc- 


tion U = const. 
Pour établir l’existence d’autres valeurs singulières du paramètre A, 


on partira de l’équation 
(37) D,U + Ac(u, v) (EG — FU = VEG — F? f(a, ¢), 


équivalente à une équation intégrale avec second membre. La solution 
de cette équation admet comme pôles les valeurs singulières en ques- 


(1) Comptes rendus, juin 1908; voir aussi le Mémoire au commencement de ce Volume 
des Annales. 
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tion. En s'appuyant sur la formule de Green ( 35) et ses conséquences, 
on démontre facilement que ces pôles sont réels et simples, sauf le 
pôle A =o, qui peut être un pôle multiple. 

Mettons-nous dans les circonstances les plus simples et supposons 
qu’on ait 


(38) [feu eda, 


l'intégrale double étant étendue à toute la surface; alors le pôle A=0 
est un pôle simple et la fonction U définie par l’équation (37) admettra 
autour de ce pole le développement 


(39) U(u, 932) = 5 + Uo(u, 9) +AU,(u, 9) +... (% — const.). 


Les fonctions U,, U,, ..., U, satisfont aux équations 
| D,U, + ac(u, ») VEG — F?= VEG — F?f(u, ¢), 
(4o) -)D,U,+ c(u,v)VEG—FU =0, 
DU, cé, 0) VEG — F?U;,,.,= 0, 


et sont continues sur toute la surface. Chacune de ces fonctions n’est 
donc déterminée qu’à une constante additive près, dont on disposera 
de manière à rendre possible la solution de l'équation qui définit la 
fonction suivante. En effet, si dans l'équation (35) on fait U=U,, 
V=t1, et si l’on choisit pour contour C l’ensemble des rétrosec- 


tions K, elle devient 
i SADA 
—— ds = O, 
/ VEG — F? 


l'intégrale double étant étendue à la surface entière. Il résulte de JA 


que la constante additive qui entre dans l'expression de U,_, doit être 
choisie de manière qu’on ait 


f feve 2) Eau, é)do= 0: 


Cette condition pourra être satisfaite si la condition (38) est remplie. 


7 
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Envisageons maintenant la fonction de A, 
WA) = ff c(u 0) Vou, 6) U(x, 05 A) de = Wot AWi+.. + Wate 


On établit facilement la relation 


Wan = |, Unis do, 


qui montre que les constantes W à indice impair sont positives; et la 
considération de la forme quadratique définie positive en p et q, 


: 7) Oe OU, :1\° ou, OU, 
B(p de D je) —2F(p ov sd jt) | 


OUn-1 De, 2 (r eae +0 Mt 


x (eS + q a 
ee tea) Me 1 RP 
ME PS 


conduit aux inégalités 


qui prouvent l’existence d’une première valeur singulière différente 


de zéro. 
La suite des raisonnements ne présente aucune difficulté. 


or © 0'O ————_ 


ARS 
cover a 


« 3 ae i 
> A Le 
» ay 


’ 4 i) ny SES 
MY HA 
sa + #4 
D SSD Te 


LES 


GROUPES DE TRANSFORMATIONS 
CONTINUS, INFINIS, SIMPLES: 


Par E. CARTAN. 


On sait quelle est l'importance des groupes simples dans les diffé- 
rentes applications qu’on peut faire de la théorie des groupes de trans- 
formations. En particulier, en ce qui concerne l'intégration des sys- 
tèmes différentiels qui admettent un groupe de transformations con- 
tinu G de structure connue (‘), cette importance résulte des recherches 
déjà anciennes de S. Lie, et de celles, plus récentes, dues à M. Ves- 
siot (?). L'intégration d’un système différentiel donné admettant le 
groupe G est, en effet, ramenée à celle d'un système résolvant dont la 
nature peut être quelconque, et à celle d’une suite de systèmes parti- 
culiers (systèmes automorphes de M. Vessiot) dont chacun correspond 
à l’un des groupes simples qui se présentent dans la décomposition du 
groupe G en une série normale de sous-groupes, et dont la nature ne 
dépend que de la structure du groupe simple considéré. 

En ce qui concerne les groupes simples fms, leur détermination 


(1) Celle structure est connue si l’on connaît les équations de définition des transfor- 


mations finies du groupe. 
(2) E. Vessior, Sur l'intégration des systèmes différentiels, etc. (Acta Mathem., 


t. XXVIII, 190f, p. 307-349). 
Ann. Ec. Norm., (3), XXVI. — Mars 1909. 


12 


9 4 E. CARTAN. 


complète résulte des recherches de M. Killing (‘), confirmées par les 
miennes (2); en dehors d’un nombre très restreint de groupes simples 
particuliers, tous les autres se partagent en quatre grandes classes, 
connues d’ailleurs depuis longtemps. 

En ce qui concerne au centraire les groupes simples infinis, S. Lie 
en avait indiqué également quatre grandes classes, mais on ne savait 
s’il en existait d’autres; le problème paraissait difficile à aborder en 
l'absence de toute théorie précise sur la structure des groupes infinis. 
Il était mème plus compliqué qu'on ne pouvait a prior se le figurer, 
car, à l'inverse de ce qui se passe pour les groupes finis, il existe des 
groupes infinis éntransitifs qui ne sont isomorphes à aucun groupe 
transitif, et, parmi ces groupes intransitifs, il peut en exister de 
simples. 

La détermination de tous les groupes infinis primitifs à n variables 
permettrait immédiatement de connaître les structures de tous les 
groupes infinis transitifs simples. Cette détermination a été faite, en 
partie incidemment, par S. Lie pour x = 2,3, et par M. Kowalewski 
pour x = 5; il s’est trouvé que, dans aucun des trois cas qui viennent 
d'être indiqués, il n’existait de groupe infini primitif ne rentrant pas 
dans certains types généraux connus. J'ai essayé de résoudre le pro- 
blème dans toute sa généralité, et je suis arrivé à ce résultat, assuré- 
ment le plus simple de ceux qu’on pouvait espérer, que tous les groupes 
infinis primitifs à n variables appartiennent à six grandes classes seu- 
lement, à savoir : 


1° Le groupe de toutes les transformations à n variables ; 

2° Le groupe des transformations à n variables qui laissent invariants 
les volumes ; 

3° Le groupe des transformations a n variables qu reproduisent les 
volumes à un facteur constant pres ; 

4° Le groupe des transformations à n> 4 variables (n pair) gui 


(1) Kittmne, Die Zusammensetzung der stetigen endlichen Transformationsgruppen 
(Math. Ann., t. XXXI, 1888, p. 252; t. XXXIIL, 1889, p. 1; t. XXXIV, 1880, pi 372 
t. XXXVI, 1890, p. 161). 


2 


( ) E. Cartan, Sur la structure des groupes de transformations finis et continus (Thèse ). 
Paris, Nony, 1894. 
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laissent invariante | ‘intégrale double 
[fde+..+ dm ar: 


5° Le groupe des transformations à n= variables (n pair) qui repro- 
duisent l'intégrale double précédente à un facteur constant pres; 


6° Le groupe de toutes les transformations de contact dans l’espace 
i ati 
a 


dimensions (n impair), considéré comme groupe de trans forma- 


tions ponctuelles à n variables (n2 3). 


Les groupes 1°, 2°, 4°, 6° sont simples; le groupe 3° admet le 
groupe 2° comme sous-groupe invariant; le groupe 5° admet le 
groupe 4° comme sous-groupe invariant. 

Ce qui précède montre qu’il existe quatre grandes classes de groupes 
infinis transitifs simples, les groupes 1°, 2°, 4°, 6°. 

Les groupes infinis simples, qui ne sont isomorphes à aucun groupe 
transitif, peuvent assez facilement être déterminés en partant des résul- 
tats précédents. Ils se partagent en deux catégories : 


1° Les groupes simples proprement dits : on les oblient en prenant un 
groupe simple transitif ( fini ou infini) et en faisant dépendre de la ma- 
niére la plus générale possible les éléments arbitraires de p variables in- 
variantes par le groupe; un groupe simple transitif fini d'ordre r devient 
ainsi un groupe simple infini intransitif dépendant der fonctions arbi- 
traires de p arguments. 


2° Les groupes simples improprement dits ; chacun d'eux est tsomorphe 
à un groupe dont les équations ont la forme suivante : 


/ RE ahs if =< 
Tea ae Le Le) NS Re Loir 


Da Ln + f (Lis Lay ss By) 


en désignant par f la solution la plus générale d'un certain système 
d'équations aux dérivées partielles linéaires et homogènes, à coefficients 


fonctions données de x,, Ly, ..., Ly. 


Les résultats précédents, joints à ceux des recherches de M. Vessiot, 
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conduisent à la conclusion suivante, que je mentionne, bien qu’elle 
soit étrangère au présent Mémoire : 

Les systèmes automorphes qui se présentent dans l'intégration d’un 
système différentiel donné admettant un groupe G de structure connue 
s'intègrent au moyen d'équations différentielles ordinaires et, suivant les 
cas, de systèmes d'équations aux dérivées partielles linéaires à une fonc- 
tion inconnue d'un certain nombre de variables indépendantes. 


Ce Mémoire est divisé en cinq Parties. Les deux premières, les plus 
courtes, contiennent l'exposé de la méthode qui m’a conduit à la déter- 
mination des groupes infinis primitifs; cette méthode s'appuie sur les 
théorèmes fondamentaux relatifs à la structure des groupes infinis (' ) 
et en particulier sur les propriétés du groupe linéaire T qui indique 
comment un groupe transitif infini donné G à x variables transforme 
les éléments linéaires issus d’un point arbitraire; elle s'appuie égale- 
ment sur les propriétés de certains groupes linéaires qui ne laissent 
invariante aucune multiplicité plane et que j'appelle sex-involutifs. 

La troisième et la quatrième Partie sont consacrées aux calculs qui 
conduisent, une fois la méthode trouvée, à la détermination des 
groupes infinis primitifs et des groupes infinis intransitifs simples. On 
y trouvera incidemment la détermination de tous les groupes, finis 
ou infinis, pour lesquels les éléments linéaires issus d’un point arbi- 
traire sont transformés avec la même généralité que pour les groupes 
infinis primitifs az variables; cette détermination avait été déjà faite 
par S. Lie pour les trois premières classes de groupes primitifs. 

La cinquième Partie contient la détermination des groupes linéaires 
et homogènes semi-involutifs qui ne laissent invariante aucune mul- 
tiplicité plane; elle s'appuie sur des résultats relatifs à la structure des 
groupes finis simples et exposés précédemment par l’auteur dans sa 
These C). 

Juin 1907. 


(1) Foir E. Cartan, Sur la structure des groupes infinis (Ann. Ec. Norm., 3° série, 
t. XXT, r904, p. 153; t. XXII, 1905, p. 219). 

(?) Les résultats contenus dans ce Mémoire ont été communiqués à l'Académie des 
Sciences dans une Note portant le même titre et insérée dans les Comptes rendus le 
21 mai 1907. Ce qui précède, à part les derniers alinéas, est la reproduction presque 
textuelle de cette Note. 
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I. — Les groupes linéaires involutifs et semi-involutifs. 


Lorsqu'un groupe infini G à n variables a ses équations de définition 
du premier ordre, le groupe linéaire T d’ordre r qui indique com- 
ment G transforme les éléments linéaires issus d’un point arbitraire 
(groupe adjoint) jouit des propriétés suivantes : 

Soient 


T7 p=r 


(1) > apes (S=1, 2, ...,2) 


i=1 p=1 


les formules qui définissent la transformation infinitésimale la plus 
générale de T; les a;,, sont des coefficients constants, les e, sont les 
r paramètres indépendants de cette transformation infinitésimale. En 
désignant par £,, £,, ...,4" ", n systèmes der variables indépendantes, 


formons la matrice à n colonnes et n° lignes : 


> Apt Cp > aa,0,1 Lo sr >: An,p,1 tp 
D A1,9,2 bp 2: 20,2 lp > Anpe te 
>: di,p nlo > Q2,0,n bo > n,p,n°p 
> A101 Cp > as.o1 lp > An,p,1 Lo 

LT ei) 1 
> Gi p,n le D A2,0,n lo D An,p nlp 

& i 1 
Pr ip, lp D 3,01 Lo YS An,ps1 Lo 

. Le = 
D @s,onlp D Qronty  ... > Gromty 


Désignons par : 
c, le rang (degré du déterminant principal) de la matrice formée 
des n premières lignes; 
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9,+ 5, le rang de la matrice formée des 22 premières lignes ; 
Ci+G+ Os fe rang de la matrice formée des 3n premières lignes; 


. 
ge ele. he ele eee of 0 6) +: ©) 9 6) @ es, 0) +1a vis 


o,+0,+...+4, le rang de la matrice totale. 


Désignons enfin par r, le nombre des solutions linéairement indé- 
peru: du système d’équations linéaires en up, CSP Se 
Li sateen D), 


AT . 
(2) >: (Gi,o,sUlo,k— Ak,p,sUp,i) =O (i, ep SisSA 5 Dhl Tepe 


On a, dans l’hypothèse faite plus haut, entre les entierss;etl’entierr,, 


la relation 


(3) ry, Ti +20 + 3o3+...+Noy. 


Un groupe linéaire [ qui jouira de la propriété précédente sera 
appelé un groupe linéaire involutif. La relation (3) caractérise done 
les groupes involutifs. 

Si le groupe infini G n’a pas ses équations de définition du premier 
ordre, le groupe F n’est pas involutif. Considérons alors Le système (2) 
et soit 


Sl 
Uo,s D Ds,o,0Np (Sr 2 DER EE OUR) 


la solution la plus générale de ce système, où les r, quantités n, sont 
des paramètres arbitraires. Considérons enfin le groupe linéaire I, 
1? a a ¢ LE 4 ne r x 

d'ordre r,, à n +r variables æ,, ..., @a, Vis «s+» ¥-, et dont la trans- 
formation infinitésimale la plus générale est définie par les formules 


CP 

ot ae (ie) a ee Re ALT, 
(4) LS En p=r 

YEN 

sr D D dure A UC ee 


Ce groupe I’, est dit le premier groupe déduit de T. 
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De I’, on peut déduire un nouveau groupe I’, par le même procédé; 

ce groupe’, est ain-r-—- r, variables w,,...; Lay Vi, -+ +> Ver Bas 
et a un certain nombre r, de paramétres. Et ainsi de suite. 


= 
° Sr, 


Si le groupe G est infini, l'un des groupes déduits de T (ainsi que tous 
les suivants ) est tnvoluty if. Nous dirons dans ce cas que le groupe primitif T 
est semi-involutrf. 

Stun groupe linéaire V n'est pas semi-involutif, l’un de ses groupes 
déduits successifs se reduit a la transformation identique. 


En désignant par &w,, w,, ..., w,, n expressions de Pfaff indépen- 
dantes convenablement choisies, formées avec les n variables trans- 
formées par le groupe G et leurs différentielles, le groupe G échange 
entre elles ces z expressions par un groupe linéaire qui est précisé- 
ment le groupe adjoint l. Si le groupe G est infini, on démontre que 
chacun des systèmes d'équations 


(5) D arps = 0 (SS aay ge eas CN a) 


(6) > bipour— 0 CRESS elo p—TI, 2, +, Th) 


correspondants au groupe V et aux groupes déduits V,, ..., est complete- 
ment intégrable. De plus, le groupe G laisse invariant chacun de ces sys- 
tèmes complètement intégrables, c'est-à-dire transforme entre elles leurs 
intégrales. 

Il résulte de là que, si le groupe G est primitif, chacun des systèmes 
d'équations (5), (6), ... est équivalent au système 


Gi—= Gg =... = Wy = OÙ 
Ce résultat peut ètre énoncé sous la forme suivante : 


Tutortme I. — Si le groupe infini G est primitif, les accroissements 1n- 
finiment petits des variables, dans le groupe adjoint V et dans chacun des 
groupes linéaires déduits de TY, ne peuvent dépendre de moins de n com- 
binaisons linéaires indépendantes de x,, æ,, ..., a. 
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Cela étant, supposons que G soit un groupe infini promuf et que le 
groupe linéaire adjoint T laisse invariante une multiplicité plane M, 
qu'on peut supposer définie par les équations 


L pyr Cp+2— +: — Mn = oO. 


Ô dx ; 
Alors “od, vey re ne dépendent que de 244, .--, Xn L’ensemble 


des transformations de I qui laissent invariante chacune des variables 
Dis Loris ey TOPIC UN eous-erOuU pe invariant y, défini par exemple 
par les équations 


Cpu = Coie ==. ep 0 
D’apres les équations (2), les accroissements 


dyes, des, …., Ye, 
ot Ô ot 


subis par yy,,, ..., y, dans le groupe T',, ne dépendent aussi que de 
Lots. La Les variables a,,@.,..., 2, nepeuvent done cire que 
dans les g premières équations (4), celles qui donnent 

OVO rs OY, 


DCS 


ee eee 4 
o£ ol ot 


Elles y entrent d’ailleurs comme si l’on supprimait, dans les p pre- 
mières équations (1), tous les termes qui contiennent soit 


f Tp+1» ZX p+23 cs Lns 
soit 
Cq+1> Eg+2) OL 0 Cp. 
Ce qui précéde est d’ailleurs vrai pour les groupes déduits successifs. 
Si le groupe G est primitif, les variables a,, a, ..., x, doivent entrer 
effectivement dans tous les groupes F,, Ty, ...; par suite, le groupe 
linéaire y en x,, æ,, ..., æ,, qu’on obtient en faisant dans les for- 


mules (1) 


ZL p44... Hz=0, €gti—--.— y= 0, 


est semi-involutt f. 


LES GROUPES DE TRANSFORMATIONS CONTINUS, INFINIS, SIMPLES. 101 

Ce groupe linéaire est d’ailleurs celui qui indique comment le 
groupe y transforme entre eux les points de la multiplicité M. Le 
groupe y étant d'autre part sous-groupe invariant de I’, le groupe y 
est un sous-groupe invariant du groupe I qui indique comment T 


transforme entre eux les points de M. Nous pouvons donc énoncer le 
théorème suivant : 


Tuéorème IL. — Sv le groupe infini G est primitif, et si le groupe 
adjoint V laisse invariante une multiplicité plane M, 


LTp#hi—e.:— Æn— 0, 


le groupe à p variables qui indique comment T transforme entre eux 
les points de M, ainsi que le sous-groupe invariant + de T qui indique 
comment les points de M sont transformés entre eux par celles des trans- 
formations de TV qui laissent invariante chacune des variables x,,,, .….,æ,, 
sont semi-involuti fs. 


Supposons enfin que le groupe F ne laisse invariante aucune multi- 


plicité plane contenue dans M; alors le groupe T à p variables x,, 
La, -.…, æ, ne laisse lui-même invariante aucune multiplicité plane, et il est 


semi-involutif. 

Les remarques et les théorèmes précédents nous conduisent ainsi 
a considérer les groupes linéaires semi-involutifs qui ne laissent inva- 
riante aucune multiplicité plane. 


II. — Détermination des groupes adjoints des groupes infinis primitifs. 


Pour ne pas interrompre la suite des raisonnements, admettons 
maintenant le théorème suivant, qui sera démontré dans le para- 
graphe IV : 


Tutorime IL. — Tout groupe linéaire (et homogène) semi-involutif 
à n variables qui ne laisse invariante aucune muluplicité plane est l’un 


des quatre groupes suivants : 


1° Le groupe linéaire et homogène général; 
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2° Le groupe lineaire et homogène special : 

3° Sin est pair, le groupe linéaire le plus général qui laisse invariante 
l'expression différentielle 


BAL, — Lyd, + £ydAx,— 2,AH3 +... + Bp ALy — HEC ooh 


4 Si nest pair, le groupe linéaire le plus général qui reprodutt Vex- 
pression différentielle précédente à un facteur constant pres. 


Les groupes 2° et 3° sont simples; les groupes 1° et 4° sont respec- 
tivement formés des groupes 2° et 3° et du groupe engendré par la 
transformation infinitésimale 


dr buy eu of 


Sy nn um . 
0x, * 0x Og, 


Par suite, tout sous-groupe invariant semi-involutif des groupes 1°, 2°, 
3°, 4° se confond respectivement avec les groupes 1° ou 2°, 2°, 3°, 3° ou 4°. 

Cela étant, considérons un groupe infini primitif G à 7 variables. Il 
existe z expressions de Pfaff linéairement indépendantes 


AREA Sn Oe 


qui sont transformées entre elles par le groupe linéaire adjoint [. Deux 
cas sont à distinguer : 


1° Le groupe adjoint FP ne laisse invariante aucune multiplicité 
plane; alors il est l’un des quatre groupes précédemment énoncés ; 

2° Le groupe adjoint F laisse invariante au moins une multiplicité 
plane. Supposons qu'il laisse invariante la multiplicité plane M 


(1) On 0) == A — 


sans laisser invariante aucune multiplicité plane contenue dans M. II 

9 ee . A x . 3 : 
est d’abord évident que p est au moins égal à 2, sinon le système Ge) 
serait complètement intégrable, et le groupe G, qui transformerait 
entre elles ses intégrales, ne serait pas primitif. 


Les covariants bilinéaires de Opæis +++) ©, sont, en tenant compte 


LES GROUPES DE TRANSFORMATIONS CONTINUS, INFINIS, SIMPLES. 103 


des équations (1), de la forme 


/ 1,...,p 
PR 
de D Aix, OD hy 
i,k 


1,...,p 
! as 
On = > An O20) ks 
! i,k 


les coefficients A;;; désignant des constantes. Le groupe linéaire Y; 
dont il est question au théorème IT du paragraphe précédent, qui 
indique comment sont transformées les expressions w,, ..., ©, par 
celles des transformations de T qui laissent invariantes ,,,, ..., w,, 
laisse évidemment invariante chacune des expressions bilinéaires qui 
se trouvent dans les seconds membres des formules (2). Et ce groupe 
linéaire y est semi-involutif; de plus, il est invariant dans un groupe 
semi-involutif L qui ne laisse invariante aucune multiplicité plane. 
Done y est l’un des quatre groupes linéaires énoncés plus haut. 

Les seconds membres des formules (2) ne sont pas tous nuls, sinon 
le système (1) serait complètement intégrable, et par suite le groupe G 
serait imprimitif. Done le groupe y ne contient pas la transformation 
infinitésimale U/. Le groupe y est donc l’un des groupes 2° et 3°. Ce 
ne peut être le groupe 2°, qui ne laisse invariante aucune expression 
bilinéaire. C’est donc le groupe 3°. 

Or le groupe simple 3°, il est facile de le démontrer, ne laisse inva- 
riante qu'une expression différentielle bilinéaire, soit 


GO +... + Op10p; 


par suite, les covariants w°,,, ..., w,, lorsqu'on tient compte de (1), 
sont proportionnels entre eux et l’on peut faire en sorte qu'on ait, 


SIp<CN—1, 


wie ¢ 6 + +, 6 


(3) ra (mode, <->, n)- 


OD, =O,W,+.--1T Wp19p 
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Supposons d’abord p <n —r. On a alors des formules de la forme 
suivante : 


i=p 
! 
Op+1 = On » Qi; 


Das 
(4) p+2 lls, (MOd p41, Op+as «++» On-1)> 


os eine seine ee ersaure 
i=p 


On = On > An—1—p ii 


| bast 


Les n — p —1 combinaisons linéaires de @,, 2, ..., ©, qui se 
trouvent dans les seconds membres des formules (3) sont au nombre 
de p indépendantes, parce que, d’aprés un théorème général, le sys- 
tème 


N 


G) — & re — Dh 0 — «a = =" ane D; = O 
p+1 p+2 LE À n a LE Rar n—p-+1,i1 


est complètement intégrable, et que, de plus, G est primitif. 
Appliquons alors le théorème II du paragraphe | à la multiplicité 


plane 
O p+1— Wp+2—.--— Wn 1— 0, 


invariante par T. Le groupe y à p + 1 variables correspondant laisse 
invariante l'équation w, =o et laisse invariant chacun des seconds 
membres de (4); ce groupe y doit être semi-involutif, et il doit encore 
le rester si l’on fait w, = 0; or il se réduit à un groupe à un paramètre 


Ox, 9: DE 
—— = EL, ne —E — ex», 


dt 
et ce groupe n'est pas semi-insolutif. 
Donc l'hypothèse p<.n—1 est impossible. Donc n est un nombre 
impair et 
PH=nr—t. 


THÉORÈME IV. — Si G est un groupe infint primitif à n variables, le 
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groupe linéaire adjoint T satisfait à l’une des cing hypotheses suivantes : 


A. Le groupe T ne laisse invariante aucune multiplicité plane et coin- 
cide avec le groupe linéaire et homogène général à n variables. 

B. Le groupeT ne laisse invariante aucune multiplicité plane et coin- 
cide avec le groupe linéaire et homogène spécial à n variables. 

C. Le groupe TV ne laisse invariante aucune multiplicité plane et coin- 
cide avec le groupe linéaire le plus général qui laisse invariante l’expres- 
sion différentielle bilinéaire (n pair ) 


6), Do + O3@,+...+ Wn—1 Wy. 


D. Le groupe TV ne laisse invariante aucune multiplicité plane et coin- 
cide avec le groupe linéaire le plus général qui reproduit, a un facteur 
constant prés, l'expression differentielle bilinéatre (n pair) 


O2 + 30,4 ..-+ Wp1 Wy 


E. Le groupe T laisse tnvariante une seule muluplicité plane a 
n — 1 dimensions (n impair) 


=o 
et transforme les points de cette multiplicité plane par le groupe linéaire 
le plus général qui reproduit, a un facteur constant prés, Vexpression 
bilinéatre 
G)4 We + O30, +... + Wnre®p—15 
qui se déduit du covariant bilinéaire w, en faisant 
i= Où 


Dans le dernier cas, le groupe F ne laisse pas, en faisant w, — 0, 
invariant le covariant w’, sinon F laisserait w, invariant, et le système 


n? 


do, __ dy i 00), 7 
= ...+—=0, 
00), 06)» 00» 


qui est d'ordre pair n — 1, serait complètement intégrable, ce qui con- 
tredirait la primitivité du groupe G. 
Remarquons enfin, dans le dernier cas, que le groupe I’ nest pas 


Me 
Ann. Ec. Norm., (3), XXVI. — Mars 1909. 14 
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complètement déterminé; sa détermination exacte sera faite dans le 
paragraphe suivant en même temps que celle des groupes G corres- 
pondants. 


III. — Détermination des groupes infinis primitifs à variables. 


Il nous reste maintenant à reprendre chacun des cinq groupes 
linéaires F qui viennent d’être énumérés et à rechercher, pour chacun 
d’eux, les groupes G correspondants. 

Cette recherche a été faite par S. Lie dans les deux premiers cas. 
Voici les résultats auxquels il est arrivé : 


A. Il y a deux groupes infinis à n variables dont le groupe adjoint est 
le groupe linéaire général; ce sont : 


1° Le groupe general à n variables ; 
2° Le groupe qui reproduit les volumes à un facteur constant pres, 
autrement dit le groupe défini par l'équation 


DIRE RS 


Dice en eee) : 


en désignant par x,, X,,..., £, les variables primitives, par X,, Xo, …, 
X, les variables transformées et par a une constante arbitraire. 


B. Ilya un groupe infini à n variables dont le groupe adjoint est le 
groupe linéaire spécial; c'est le groupe qui laisse invariants les volumes ; 
ul est défini par l'équation 


D(X,, Xo, 2) Fie 'g Xp) ed 


D(x, 22, ar +» Xn) Là 


Il ne nous reste donc qu’à examiner les cas C, D et E. Nous com- 
mencerons par le cas D, en dirigeant nos calculs de manière qu'ils 
puissent servir en même temps pour le cas C. 


D. Le groupe l'est le groupe linéaire le plus général à un nombre 
pair 27 de variables, qui reproduise, à un facteur constant près, une 
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expression bilinéaire 
6)4 Gs + O3 O1 + ÈS Wan—1 Wane 


Les accroissements que subissent les w; par la transformation infi- 
nitésimale la plus générale de T peuvent être représentés par les for- 
mules 


1d 

Oey 1 == €5 Doit +» Crk Oh 
k=1 
k=on 

O02; — Ey Wei —Ù Cai—1,k Wk 
k=1 


ou ej; —e;i(t,] —=1,2,...,2n) désignent 2(2n + 1) paramètres indé- 
pendants, e, un autre paramètre indépendant des précédents si l’on 
est dans le cas D, identiquement nul si l’on est dans le cas C. 

Les équations de structure du groupe cherché G contiennent d’abord 
2n équations de la forme suivante : 


pe JDE. 2e 


= 
DR ia eye aie Ÿ Aoi jk Os 


k=1 ik : 
(Er. = ve sige Cr 2 oben Oe 
yy == Oey mod Ok Doi1,k + > Ai 1,5, Oj Ok 
k=1 ik 


Si l’on ajoutait aux expressions &,, &;,; des combinaisons linéaires 
à coefficients constants arbitraires de w,, &,, ..., w.,, les coefficients 
constants A;;, seraient changés; leurs nouvelles valeurs A;;; se 
déduiraient des anciennes par des formules qu’on peut condenser 
dans les équations 


Or TE k=2n 
TS — saat £@) (OR 
> (A = ASE Jane Doi 8&9 + > Dh 29% 
LE AA 
ZA 
d 
(3) 1,2 an k=2n 


FE} 
Cr . 
> CETTE ro, Wf — Wor Qo— Ÿ Oy, 1,2 


yk k 
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Dans ces équations (3), Q, et 


Q; j= 2,7 


désignent 
n(2n-+1)-+1 


combinaisons linéaires à coefficients arbitraires des w;. Si l’on désigne 


par &, ces 
n(2an?+n+1!) 


coefficients arbitraires, les équations (3) expriment, en somme, 


chaque différence 
Ai,j,k — Aust 


par une combinaison linéaire déterminée des coefficients «. 

Mais, d’autre part, les équations de structure (2) sont invariantes 
par le groupe l'; exprimons simplement qu’elles sont invariantes par 
le sous-groupe de F défini par les équations 


dDoi1 — €2i—1,21 Ooi 15 

da =— Coi—1,2: ai- 
Convenons de poser 

Nain = — Moi €2i-1,27 


et formons les équations 
k=2n 1. au 
Nei-1 Doi = Mai Oui Bo + > NkOkDoi,k + D Ai,j, (0j + Nk) Wj; WK 
k=1 LE 
k=27n 
à 
+ Doi OW) + D 0), OW ai, ky 
k=1 
k=on es Hr 
yee > Ÿ 
MiO 9; — Ni0213)— D NkOK Doi1,% + PL Asi-1,5,k (Ni + Nk) Oj 
k=1 J,k 


KR=9n 


= 

AN 

ae Wj; OW) — > WOW ai 1,45 
R= 


qui expriment que les formules (2) sont inyariantes par le sous-groupe 
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considéré de I’. Ces équations peuvent s’écrire 


>: Ai, (0j + Nk + az) Oj Op 
fe k=2n 
aes del > Ox TO,» + (Nat Nk) Bri,4] =O, 
k=1 
SY Asin (0) + ne + ais) 07 04 
Le k=2n 
+ 02000 — > @¢[ OW 1,8 + (nai + NK) Daz-1,4] =O, 
k=1 


: à ; : N 
et l’on voit que, dans ces équations ¢a,, ow, ; — (n; + n;)®;,; sont des 
combinaisons linéaires convenablement choisies de w,, &,, ..., Wn: 

On remarquera l’analogie entre les formules (3) et les formules (4); 
les dernières se déduisent des premières en remplaçant 


À ;,5,6— Ài,j,k par (nit ny + nr) Air 
Q, » OW, 
(2, ? Di, + (Nit n;)i,j. 


Cela étant, on peut profiter de l’indétermination des n(2n* + n +1) 
coefficients « qui entrent dans Q, et Q;; pour donner au plus grand 
nombre possible de coefficients A;;, des valeurs particulières, par 
exemple la valeur zéro. Pour ces coefficients-là, on pourra d’ailleurs 
supposer que les valeurs primitives étaient déja zéro. Cela veut dire 
que l’élimination des « dans les équations (3) conduit aux équations 


A;,j,k = Ài,j,k 


où A; ;, désigne successivement tous les coefficients qui n’ont pas pu 
être annulés a priori. Mais alors l’élimination des coefficients inconnus 


de do, et 60;;+ (4; + ;)%., dans les équations (4) conduit aux 
équations analogues 

(n+ nj + nx) Aij,4= 0; 
où les A;;, sont les mêmes coefficients qui n’ont pu être annulés 


a priori. Mais, comme n;+ qj + 1x ne peut pas être nul, il en résulte 
que tous les coefficients Ay ;,, sont nuls. 
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On peut donc toujours supposer que, dans les équations de structure (2), 
tous les coefficients A; ; ;, sont nuls. 

Cela étant, si le groupe linéaire T était involutif, les équations (2) 
définiraient complètement une structure de groupe infini, et tous les 
groupes G cherchés seraient des sous-groupes d’un seul et même 
groupe infini, celui qui serait défini par les équations (2). Mais le 
groupe I’ n’est pas involutif, du moins dans le cas D; ses caractères 
sont 


CET se (We SS 1 Se GE ss On— 2; 


d'autre part, le groupe déduit I’, est de la forme 


02; rs 
CYR 
dy 
Os 
ot 


k=27 


Ove 

= TS j oe eee, Sg 

vit Ci i, keK (2 j =) jis ly J HT, 23 +... aw), 
k=1 


où les paramètres sont les 


__nA(n+I)(n +2) 
‘Seal 7 aM int 
quantites 
Ci, j,k — i,k, j — Cji,k — @7 ki — eR,i,j — Ch, jie 
Orona 


é n(n+i)(n +2) 
ner er mur = Og 20e. Ge 


Mais le fait que la variable y,, qui correspond au paramètre e, de I, 
est invariante par le groupe l,, nous conduit a calculer le covariant 
bilinéaire de &,. Si l’on applique l'identité fondamentale aux équa- 
tions (2), on obtient les équations 


k=2n 200 


3 ! N' [A Ss T AY r 

G7 =1.@ 9 ae Di D 25, ce ee Op Dai,ks 
K=A k=1 
r=27n k=27n 


: ' bein coi Se 
Wo; o,— > Wf, 2 i-1, 4 = Wai a— > Wi —1, ke 
k=1 k= 
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Ces équations sont vérifiées, en particulier, si l’on prend 


, 
mére; 


p=nr 
DD (Di D jap a Dj,2pDi,2p—1) (i, J EN be Seo ONIN 
p=1 


Leur solution générale s’obtient en ajoutant aux seconds membres 
les expressions bilinéaires II,, Il; ; les plus générales satisfaisant aux 
équations 


k=2n 


Oai1 io + ; ox | Beas — 0, 


k=1 
k=2 70 


Où I — > Op; ,7 = 0. 


REA 
L'expression II,, en particulier, est de la forme 
i Qi kik +» b: j,4.01D;,k- 
i,k 


On a done 


= : Qi kOiD_ + : b:7,491B),k- 


Si nous exprimons que les équations de structure sont invariantes 
par la transformation 


qui entraine 


nous obtenons 
5 =D) oS Qj KOIDE > b;,5,4@i@D/ ko 


d’où enfin 
(5) DW) — ©. 


Tutortme. — Les équations de structure de tout groupe G dont le 
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groupe adjoint T satisfait à la condition D contiennent les équations 


k=27 
027-1 = W714 Do + > OZ Doi,ks 
k=1 
(6) { SOG 
Doi =e (Qn = ; Gj; Dai 1,%s 


= 
NaS 0, 
Les équations (6) sont d’ailleurs les équations de structure d’un 
groupe infini déterminé; par exemple, celui qui reproduit, à un fac- 
teur constant près, l'expression différentielle bilinéaire 


dx, dr, + dx; dx, +...+ dton-1 dton. 


Donc tous les groupes G cherchés sont des sous-groupes infinis de 
celui-là. 


TaéorÈme V. — Tout groupe infini primitif G dont le groupe adjoint 
satisfait à la condition D est semblable, soit au plus grand groupe qui 
reproduit, à un facteur constant prés, l'expression differentielle bilinéaire 

AGAR Aa... ALen 4 dans 


sou à l’un de ses sous-groupes. 


Il nous reste donc, pour résoudre complètement le problème dans 
le cas D, à rechercher tous ceux des sous-groupes du groupe (6) dont 
les équations de structure contiennent les équations (6). 

Formons les prolongements normaux du groupe (6); leurs équa- 
tions de structure s’obtiennent en ajoutant aux équations (6), suc- 
cessivement, les équations 


p=nr =? n 
RE 
(7) on; = ù (Di2p D j,2p-1 + D;,29 Di,p-1) + x Dp Wi, j,k 
p=1 k=1 
p=n 
Py ls 
(8) D ;,j,k =» Dispo Oj ,k,29-1 + Wy, 26 Wi,k,20-1 + Oh, 20 Wi, j,2p—1 
p=1 
HF Wi,j,20Ok,29-1 + Di,k,2p Dy, 20-1 + Dy,k,29 Di,2p—1 
h=2n 


ar > DprWi j,k,hy» 


SAP NES SON: 01 eee O18 je, ere: 0,78, ea Te) le) ee ec helelelee devient ele Fe) ella) ot ete cire 
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Les G;;x Bij, -.. Sont de nouvelles expressions de Pfaff, dans 
lesquelles on peut intervertir d’une manière quelconque l’ordre des 
indices; nous appellerons degré d'une de ces expressions le nombre 
de ses indices. 

On obtiendra les équations de structure de l’un quelconque des 
sous-groupes cherchés de (6), en prenant un des prolongements nor- 
maux de (6), par exemple le p*™*, et en liant &;, ©, G;j, Bij 4s ..., 
Si, Par Certaines relations linéaires à coefficients constants. Par 
hypothèse, il n’y a aucune relation entre les w;, &, et &,;. Nous allons 
montrer qu'il y en a nécessairement entre les w,, &,, G;,j et O;; 4. Sup- 
posons, en effet, qu’il n’en soit pas ainsi, qu'il n’y ait aucune relation 
entre les w;, &, et les & de degré inférieur à g, mais qu’il y en ait au 
moins une contenant les & de degré g2 4, soit 


(9) 


les termes non écrits étant de degré inférieur à g. Le covariant bili- 
néaire du premier membre de l’équation (9) devant être nul en vertu 
des relations cherchées, considérons dans ce covariant les termes pro- 
duits d’une expression & du troisième degré et d’une expression & de 
P 8 
degré g — 1; l’ensemble de ces termes doit être nul. On a done 
sabe 
(10) » An ou(Dienap mis pet — Oi,,5,2p— 1 Dis, ...,i,20) — 0. 
Cette équation montre d’abord que tous les coefficients A, pour 


lesquels deux au moins des indices sont égaux, sont nuls; il suffit, 
par exemple, de considérer dans (10) le terme en 


D1,1,1 Dai, Ma, ee, My 5 2 9 


ce terme est en effet multiplié, à un coefficient numérique près, 
par Aie De méme tous les A, pour lesquels deux des coefficients 
sont de la forme 2A — 1, 2A, sont nuls; il suffit de considérer, par 
exemple, dans (10), le terme en 


D4 2,2 Do, M.» gay 19 


dont le coefficient est Ay. 4... Enfin, tous les autres coefficients A 
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sont nuls aussi: il suffit, par exemple, de considérer dans (10) le 


terme en 


dont le coefficient est — APR. 

Il est donc démontré que g ne peut être supérieur à 3. 

Prenons done une relation entre les ;, &, Wj; et Gi; Solt 
(11) > Annee tin, 
les termes non écrits étant ceux en ;, &,, &;,,;. Formons le covariant 
du premier membre de (11) et ne conservons dans ce covariant que 
les termes qui ne contiennent pas les w;. Il y aura alors des produits 
qui contiendront une expression du deuxième degré et une du troi- 
siéme, et des produits qui contiendront deux expressions du deuxieme ~ 
degré. Comme il n’y a aucune relation possible entre les &;,;, on voit 
que dans les premiers groupes de termes le coefficient de l’une quel- 
conque des expressions &,,8 doit être nul à des expressions près du 
second degré. Désignons par r,, rs, ...,r,, des indéterminées liées par 
les 2 relations 


Py la Ta Tee Tan + Ten = 0; 


appelons poids d’une expression &;,;4 la quantité r; + r;+r,. Alors la 
considération, dans le covariant du premier membre de (11), des 
termes en Do, Days ces Monson Conduit à la conclusion suivante : 


Toute relation de la forme (11) entraine l'existence de la relation 
D (ri + Ppa rx) À;,j,k Oi,j,k Sr ee Cle 


Autrement dit, on peut toujours supposer que, dans chaque rela- 
tion (11), toutes les expressions &;,;, sont de même poids. 
Ge poids peut être de l’une des formes 


Sly Mir Tire 
L'existence d’une relation du premier type, soit 


OF ome o 0 + — O0, 


de 
LL 
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ae 1° x 5 à 
entraine, d’après la forme de G,,,» l'existence des 27 relations 
41,11 D — D1,1,9 +. . Dis +. 4 655 — Dijon +: -.—Q, 


puis celle des n(2n +1) relations 


©, ft ot. 0 (ng R=) 2 ea 
f an(n+1)(2n+1) : 
et enfin celle des ===" relations 
CUS nn ET (ys Hae Ty Ses DIY 


L’existence d’une relation du second type, soit 
D1,1,3 6G — O, 


entraine, d’après la forme de ow’, , ,, l'existence d’une relation du pre- 


Eee relations distinctes. Il en 


est de même de l'existence d’une relation du troisième type, telle que 


mier type, et, par suite, de 


D1,3,5 +. =O 
Enfin l’existence d’une relation du quatrième type, 
A, @1,1,2 + Amis + AsW1,5,6 +... + An @1,2n—1,2n-+-.-= 0, 


entraine, si A, n’est pas nul, en prenant dans le covariant le coefli- 
cient de &,., l'existence d'une relation 


(HT SRE) 


et, si A, n’est pas nul, en prenant le coefficient de w,,,, l'existence 


d’une relation 


Dj,3,3 Tee. —0O; 


2n(n+1)(27n +1) 


dans les deux cas, l'existence de relations distinctes. 


Nous voyons done que chaque expression &;,;,x s'exprime par une 
combinaison linéaire à coefficients constants des w;, By, G;,j. 

De là résulte enfin que tout sous-groupe du groupe (6), qui admet le 
méme groupe adjoint que le groupe (6), est fint. 
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On peut démontrer sans difficulté que tous ces sous-groupes sont 
homologues dans le groupe (6) et qu'on peut prendre, par exemple, 


yO (DJ A sal 2s ws sy en) 


Nous admettrons ce résultat dont la démonstration serait un peu 
étrangère au sujet. Le sous-groupe unique ainsi obtenu est un groupe 
linéaire (non homogène); il s’obtient en prenant le plus grand 
groupe linéaire et homogène qui laisse invariante l'équation 

Li Rs — La dd +. + Lan don — Lan ALyn-1 = 0, 


et en le composant avec le groupe des translations. 


Tuéorème VI. — Il existe, à 2n variables, deux groupes dont le groupe 
adjoint satisfait à la condition D : 


1° Le groupe infini, qui reproduit, à un facteur constant pres, l’ex- 
pression difjérentielle bilinéaire 


dx,dx,+ dx,dx,4-...+ AX yn 1 don: 


2° Le groupe fint linéaire d’ordre (n+ 1)(2n +1) qu'on obtient en 
composant avec le groupe des translations le groupe linéaire et homogène 
qui laisse invariante l'équation 


Li lTr— La TL +... + Lan AL gn — Lan Tin = 0. 


C. Dans le cas C, les raisonnements sont identiques; il n’y a par- 


LES . , . . . . I « 
tout qua supprimer l'expression Do. On arrive ainsi au théorème 
suivant : 


TuéorÈME VII. — Il existe, à 2n variables, deux groupes dont le 
groupe adjoint satisfait à la condition C : 


1° Le groupe infint, qui laisse invariante l'expression différentielle 
bilineaire 


dr; dx, + dx,dx,+...4+- dag, 1 ds; 


o ss Q ’ , 0 
2° Le groupe fini d'ordre n( 2n + 3) qu'on oblient en composant avec 
le groupe des translations le groupe lineaire et homogène qui laisse inva- 


7 
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riante l'expression 
2 AD, — Lea. LH Lyn AX en — Lan AL on > 


Le premier de ces groupes est simple. 


E. En changeant un peu les notations, nous pourrons définir le 
groupe linéaire I par les formules suivantes : 


069 
Se 200.0% 
k=2n 
es Wez4 + ye pte 0) 
RES SS AOR yeaa 21,k k 20,0) 0 
(12) dé à ? fre 2), 
k= 
k=2n 
OQ)o; = 
rs = €o,9 Doi —— Cai—1,k Dk — €2i-1,9 Wo 
\ k=1 
ou 
€0,0» Cr j= € j,is €i,o 


désignent (n +1)(2n +1) paramètres, les paramètres e,,, et e; ; étant 
indépendants, les e;, pouvant aussi être indépendants, mais pouvant 
être liés entre eux et avec les autres paramètres par certaines relations 
linéaires. 

Les équations de structure de tout groupe G cherché contiennent 
nécessairement des équations de la forme 


fo = 200000 1 Wo ZO, +... + Wen—1 Won, 
{NSO 7 Dao 0 
1 
Dai = DoBai,o + ai Boo+ > OxDo,k + > Ai, Oj Oks 
(13) k=1 ik 
k=2n eS Samer atts 
A 
Do; —=—Wo W2i-1,9 + Wai ones Op Dai1,k + ù Aor1,7,4Oj Ok: 
À k=1 i,k 


Les expressions &,, w;, &;,; sont indépendantes entre elles, mais 
les &;, peuvent être liées entre elles et avec les précédentes par cer- 
taines relations linéaires à coefficients constants. 

Si l’on ajoutait aux w;; des combinaisons linéaires à coefficients 
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constants arbitraires de ,, w,,..., on, les coefficients constants À; ;x 


seraient changés : leurs nouvelles valeurs A;,;, se déduiraient des 
anciennes par des formules qu’on peut condenser dans les équations 


k=2n 


00... ehh 
à (Aux —AÂuk )w;oz— > 0x Loi, 
1,k k=1 
(14) BOL Aone k=2n 
» (Ag A Li) O 7 O7 = 2 Wie oi_1,# 
Tk k=4 


où Q,;= Q;; désignent n(2n+1) combinaisons linéaires à coeffi- 
cients arbitraires de w,, &,, ..., Won: 

Exprimons maintenant que les équations de structure (13) sont 
invariantes par le groupe linéaire (12); ce groupe (12) contient, en 
particulier, une transformation de la forme suivante : 


AN 
OW 
So = 209, 

o£ 

OWei—1 = 

py ae Wei-y + Agr Way 

Owe; 

y = Wer + Agi-1 Woy 


où a; désignent x constantes convenablement choisies. On en déduit 


at \ 
. 006,0 = — 3 (1 M+ He Ga +... + Aon Wen), 
puis 
1.207 
SS > OWerok-1 
ke , — (A EAE 1 
Act jk O ; y — Wok—-1 ( OL + 3 Aap 1 Doit — + Oey Deak 
j,k 
Do 
21,2% 1 
ale Wor ( y Sex Oo 3 ai ot) > 
15.227 
OWs 
: ? ; » al 27—1,2k—1 1 
> Aoi—1 j,k OT = O7 ( OL — 9 X41 Wey — + Xoi—1 Wak ) 
Jk 
ey OWai—1,91 1 1 \ 
D2 Ke AY: Sox Woz Fans) 


La comparaison des équations précédentes avec les formules (14) 
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montre, comme dans le cas D, qu’on peut supposer tous les coefficients 
À; ;3 nuls. 

Cela étant, les équations (13), où l’on suppose tous les A; ;, nuls, 
définissent la structure d’un groupe infini, savoir le groupe des trans- 
formations de contact de l’espace à » dimensions. Tous les groupes G 
cherchés s’obtiendront en déterminant ceux des sous-groupes du 
groupe (13) pour lesquels les expressions ,, &;, 9, &;j ne sont 
liées par aucune relation. 

Cherchons d’abord ceux de ces sous-groupes pour lesquels il existe 
au moins une relation entre &,, ©; So ©; et ;,9- Formons pour cela 
les équations de structure du prolongement normal du groupe (13); 
elles s’obtiennent en ajoutant aux équations (13) les suivantes : 


£ ee 1 1 
Do 9 — (1 B1,0 + We We,9 te . + Wan Deno) + Oo 00,0 


gee : 1 ; 
Dj =3(— 1) wr Oj 9+ 3(— 1) toy Di, 
p=n k=2n 
+ > (Di2p D j,20 1 + Dig Wi,29-1) + OKO j,k + Oo Di,j,0» 


| 
(15) hi 


KA 
Qc 
ia) et s 
zg — By,0Bi0+ >, (1,29 D2p—1,0 + D2p,0 1,201) 
DE 
k=2n 


N 
+ (— 1) 7’ ,9,9 + O9 W7,0,0 + Pr Wh D j,%,0°- 
RL 
On a, dans ces équations, fait la convention de désigner par v’ l'indice 
t+ 1 sizest impair, etz — 1 siz est pair. 
Cela étant, on montre, comme dans le cas D, que l'existence d’une 
relation 
> A;5;,0 + O's 


où les termes non écrits ne dépendent que des 9, @;, Boo. Gi,j, 
entraine l'existence de 27 relations indépendantes de cette nature : 


1 ( I \' | x à 
on considère pour cela, dans le covariant SAB» les coefficients des 
différentes expressions G;,;. 

Soient done 


(6) mio— > i,j,k © j,k + Li, D0,0 + > Aj, + Aj Wo (1,2, +++, 22) 
ik £ 
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les 2n relations cherchées. 11 résulte de la théorie des sous-groupes 
et du fait que &;, contient le terme &,,540 qu'on peut supposer tous 
les coefficients a;, nuls. On voit alors, en prenant dans le covariant 
du premier membre de l’une quelconque des équations (16) les 
termes en &,,, que tous les coefficients a;,;,x sont nuls. Le groupe a done 
ses équations de structure de la forme 


! 


ON = 26)9 Do,0 + (MnO S55 556 Oon—1 Dons 
k=2n k=2n 

O9; 1 = Wez-4 Do,0 + YOK Dri, k +> Asi,k Doky 

(17) im i 

k=2n k=2n 

1 

Do; Wei Dp,0 — > DB >. Asi—1,k 900%) 
KT hs 


et l’on démontre, comme tout à l'heure, qu’on peut ajouter aux expres- 
sions &, et &;; des expressions &,0,, %;,; 9, de manière à annuler 
tous les coefficients a; x. 

Le groupe ainsi obtenu n’est pas primitif, car le système 


EN ho 
est complètement intégrable. 


Pour tout groupe primitif, fini ou infini, satisfaisant aux conditionsE, 
le groupe linéaire Y est donc d'ordre (n+1)(2n+1), et les 
(nN +1) (22 +1) expressions Goo, ij, Dj sont indépendantes entre 
elles et indépendantes de w, et des ;. 


Cela étant, formons les prolongements normaux successifs du 


groupe (13). Le premier prolongement normal a introduit les expres- 
sions, de degré 3, 


®o,0,0,9 TD;,0,0» TD;,j,0 Di,j,k3 


le deuxième prolongement normal introduira les expressions de 
degré / 


D0,0,0,07 TD;,0,0.0 TD;i,j,0,09 TDi,j,k,0 Di,j,k,h 


et ainsi de suite. 


ee + .. Li Din—4,9 Dan,9 


: i “hep —4 515199 +. ne Sin Dan,9,9) + 9Fo,0,0,0 
SPAN Pee sé  p=en ‘ 
Ber ss Bias = over = a este + À Como 
ee NE we 7 è OOP eon 
Et > : " + es 1)! 07 B,6,6,0 + 0000+ >, OxD,k,0,09 
A | 7 
Bie = = 28 991,j,0— 4(— 1) 0rBj,9,0— F(— 1 97 Bi,0,0 
rar > eS 
or oe YO 60015, + Fig By,9,0+ 050190) 
: -68) LE Ree 
; + Di j 69> >. ed La) 
k=! 


Dijk = Dos, — ras 1)! 07 Dj,x,9 
— 4F(—1Y 07 B1,4,6— z(— 1 Or D1, ;,9 


g=2n ; f 
+> (— 1)? (8120 ;,4,9 + Dj,01,4, + Ok, 0i,j.p) 
ae h=tn 


+ gi ates CLEFS D Op D ,j,k,he 
a h=1 


Quant aux expressions de degré k supérieur au troisième, on a 
Des. —=(2h— 4), 59,0,..,0 
2 | Dee 146 ts 


+ (h — 1)(h — 4) Bo,0,0Fs,9,....0+- +9 
— 


h-t 
D0...9 = (2h — 3) Wo.5Bi.6,....6 
= Se 
LE! h—1 
. + (h—1)(h— 3), 9 7,9.....9 poses OT. 
| ere 
(19) Dj 0, ae (2h— Dar TEE 0 
= k—2 h—z 
+ (4 — 2)(h — 3)©9,0,0 5i,1.0.....0 + - oles 
aes 
h-—3 
Ce ete Be Pee 20 Be OO Oe en ae . 
Di. rh 2-18 = (2h — q aoe )Bo,0Fi,,é,... -2hge aig 
Er. —4 h—q 
+(h—gqyh— 3) Bo.6,5Wi,,i5,.. nb ot. A 


LT 
h—q —1 
Ann. Ec. Norm., (3), XXNL — Mans 1909. 
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On a négligé d’écrire dans les seconds membres les produits partiels 
qui ne contiennent ni Go ni Goo, et de plus ceux pour lesquels la 
somme des degrés des facteurs ne dépasse pas 2 +1. 

Cela étant, supposons que pour le groupe cherché il n’y ait pas de 
relations contenant d'expressions de degré inférieur à À, mais qu'il y 
en ait au moins une contenant une expression de degré À. Si k est 
supérieur à 3, en prenant dans le covariant bilinéaire du premier 
membre de la relation les produits partiels de degré total À +2 et, 
parmi eux, ceux qui contiennent oo, On voit, d’après les for- 
mules (19), que la relation ne peut contenir que Goo COMME 
expressions de degré A, et alors À = 4, à moins qu'elle ne contienne 
que des expressions de la forme &,,:,...,:,; et, si Pon calcule complète- 


i i 
0,0,0,07 ON trouve 


ment © 


T0 i=9n 


3 I 
à pu à 
D 0,0,0,0 — 4 ®o,0Bo,0,0,0 — A Ù (— 1) Bi,0,0 87,0 — = > W:D;,0,0,0 + Do Wo,0,0,0,0° 


i=1 t=1 


De quelque manière que Goo, S eXprime au moyen des expres- 
sions de degré inférieur, les termes en 56, %;, ne peuvent disparaitre 
dans le covariant. Quant au cas où la relation contiendrait des expres- 
sions &,,;,..;,, On en montre l’impossibilité comme dans le cas C. 
L'hypothèse 4 > 3 est donc impossible. 

Tout groupe cherché G est donc défini par des relations linéaires 
entre les expressions de degré 3, 2 et 1. Comme dans la discussion du 
cas D, on voit qu’on peut attribuer à chaque expression de degré 3 un 
poids qui est 


OT pour D 0,0,0» 
Ip Te » Di,0,0» 

QT Ent Emme D » Di,j,09 
A Ty Se Tt oe » Di j,k9 


en désignant par 7), 7,,..., 72, des indéterminées liées par les relations 
Py Ta la HT l'an + l'an = 0. 


Toute relation peut ètre supposée ne contenir que des expressions 
du troisième degré de mème poids. Elle sera donc de l’une des formes 


ee 
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suivantes : 
OMe oc 0 
(OW Hog ae 0 6 oO 
D gba oo O (¢+s7 40), 
Ao ®o,0,0-+ Ai @1,2,0-+ AsWs.4,0--. - + An @an—1,22,9-+- + = 0, 
Bijkr---=0 [(e+y)(i+h)(y +k) Ao], 
Ay @i,1,2 + A2Wi,3,4+...+ AnBion ton te. —0, 


les termes non écrits ne dépendant que des w; et des &;.;. 
L'existence d’une relation de la deuxième forme entraine (d’après 
la nature de w,,,) celle de 27 relations de cette forme, puis celle 


de n(2n+ 1) relations de la troisième forme, puis celle de 


Hee aed relations de la forme 


Di,j,k tre. -— 0. 


L’existence d’une relation de la troisième forme ou de la quatrième 
entraine l’existence de relations de la cinquième ou de la sixième 


forme; l'existence d’une relation de la cinquième ou de la sixième 
an(n+t)(2rn+1) 


forme entraine l’existence des 5 relations 
BE = 0 CALE de rere 
En définitive, il existe toujours : 
Soit une relation de la forme 
D9,0,0 + + +: — Oy, 
Soit a relations de la forme 
See it UL, Taek aN, 2 ds DIL Ye 


La première hypothèse est impossible, car, dans le covariant du pre- 
mier membre de la relation considérée, les termes 


B10 092,0 ++ +» + Won—-1,0Ma2n,0 


ne peuvent disparaitre. 
Dans la seconde hypothése, on peut toujours supposer que les rela- 


tions s écrivent 


0 %. De = 
Di,j,k > AGE. Da,8 + > AS, Da,0 + YAR «ab A j,k Do 0) 
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l'expression &,, n’entrant pas dans le premier membre. En prenant le 
covariant bilinéaire et, dans ce covariant, les termes en 9, on voit 
immédiatement que tous les coefficients A, sont nuls. On a ensuite, 
en prenant dans le covariant les termes en Gy, 


p=2n 


p=2n 
2 (= 1)? (A Wi,o + Aie @j,o + AM? Dr,0) = (ue JD. APS Bo,a's 
== 01 


et cette relation montre, en faisant d’abord i= 7 =4, puis’ — y, puis 
1j  k successivement, que tous les coefficients Aj, sont nuls. 

La comparaison des coefficients de w; et de , dans les covariants 
des deux équations relatives à &;,;1 et &;,,x montre alors que 5;,; 
s'exprime au moyen de &,,8, w,. On voit, comme pour &;,;,x; QUE G;,j,0 
ne dépend que des w,. On montre de même que les &;,, s'expriment 
au moyen des w,. Soient donc 


Ct 
X—2n 
S| 
ans = x 
(20) ( Or 7,0 — AT Day 
ae) 
He == D ‘AS, k Das 
X—A 


On peut, sans changer les formules de structure (15), supposer 
que w, n'entre pas dans les seconds membres de ces relations et, de 
plus, ajouter à ces seconds membres des expressions 


A=2n 


> di,j,k,a Bas 
C=) 
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à condition que dans les coefficients a,,;,,, on puisse intervertir d'une 
manière quelconque l’ordre des indices. 
En écrivant que dans le covariant 


Dio0— D AE, 0% 
le coefficient de w; est nul, et que dans l'expression 
Bj.00— >, oa Oy 


le coefficient de w; est nul, on obtient, par comparaison, 


pP=27n 
4 (AZ 0,0 — A}.0,0) Bo,0 sup D: is 1)? (A2 5,0 — À; 210) Bp,0 
‘ p=1 
p=2n 
we > (— 1)P(A00 —AP'o,0) Gi,p 
p=1 
p=2n 
+ D (—1)?(Abono— A5) =0  (modus) 
p=1 
(J+io), 
p=2n 
4(AË6,0 rai A 00) Do,0 + 2 > {— 1)? (Af'aro = A} 010) oo 
p=i 
p=2nr 
+ D Po An) Bip 
p=1 
p=2n 
+S (1)? (Abioo— AP) Br,p + 2(— 1) Dojo = 0 
p=1 


(mod wz ). 
De la première relation on déduit, si +z est différent de zéro, 


j= —— At INGE ee NY 
ALS 7,0,09 Ay J,k,09 


À Eee — Alt UW oso US oye — 
100 — A?,o,0 ra Ao, cr Ay 30,0 — Aj 10,0 A0 0. 


On peut, par suite, déjà supposer tous les Ay x6 nuls. 
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La seconde relation donne 
p=2nr 


Ce > (— 1)? (Azo — Afp0) Bp,0= fa) (mod 04, 9, «+3 Don) 
p=i 


soit 


(21) Go,o,0,0 = %1 Dio + A2 D2,0 ++ + + Lan Don,o + Biwi+...+ Bonen. 


On déduit, en prenant dans le covariant les termes en Gyo, 
Oy = Ay ==. . - = Kon — 0, 
d’où l’on tire 
A 6 AG ke 


Par suite, on peut supposer tous les coefficients Af; , nuls. 
En exprimant maintenant que &, ,, est nul, on obtient 


> (— 1)? AF; 9 aDp,0 = Wp Wi,0,0,0 + Ÿ Oo Di 7,0,03 
p, % a 


cela montre que 
Ati p= Abaer 


par suite, que tous les coefficients A¥,,, peuvent être supposés nuls. 

Enfin on déduit de là que les &;4,0,0 Spor Pin 8 eXpriment au 
moyen des w. De la résulte, en prenant dans les covariants des deux 
membres de (21) les termes en &,,, 


bq Py st Den 20: 


Finalement, on arrive aux relations suivantes : 


| TD;,0,0 — 0; 
Wij, — 0; 
(22) de 

Dijk — 0; 


\ Wo,0,0,0—— Oy 


qui conduisent à un groupe fini à (a + 1) (2+ 3) paramètres. 


a) 
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Les équations de structure de ce groupe fini sont 


fo ees 
ON = 200 Woo + G)1 Ge + 636), +... + O2n-1Oons 
P=2n 
AE ; : 
OÙ = W;Woo + (—- 1) ÿ Wp Wr 0+ (— 1) #1 007.0; 
p=1 
p=2nr 
eS I 
Doo — — = > Wp Dp,0 + Go 0,0, 
p=2n 
? ; 
Di,0 — Do,0 Di,0 + > Wess 1)? Bi,5Wo’,0 ne 1) 0; Wo,0,05 
p=1 
p=2n 
eg ee BY ER = Nee ae 1 j-1 
Dj ei) orme + 9 (— 1 wy Dio + > PS, ;,p 
p=1 


@o,0,0 — 250,0 00,0,0 + Dy ,0 2,0 + +++ + Don 1 Don,oe 
C'est le plus grand groupe projectif qui laisse invariante l’équation 
Ay + Li dRa — Lod, +...+ Len_1 A Lan — Lan Len 1 = 0. 
En résumé, nous avons le théorème suivant : 


Taéorème VIII. — I existe dans l’espace à 2n + 1 dimensions deux 
groupes primitifs pour lesquels le groupe adjoint V satisfait à Vequa- 
tion E : 


1° Le groupe infini le plus général qui laisse invariante une équation 
de Pfaff 


AL, + XIX, — Gad +... + Ton dan — Lan dLon-1 = 0, 


2° Le groupe projectif le plus général, d'ordre (n +1)(2n+ 3), qu 
laisse invariante la même équation de Pfaff. 


Nous sommes done arrivé à la détermination complète des groupes 
infinis primitifs. 


Tutortme IX. — I/ existe six classes de groupes infinis primitifs : 


1° Le groupe général à n variables ; 
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2° Le groupe à n vartables qui reproduit les volumes dans un rapport 
constant ; 

3° Le groupe à n variables qui laisse invartants les volumes ; 

4° Le groupe à 2n variables (n22) qu reprodutt, à un facteur con- 
stant près, l'expression différentielle bilinéaire 


da, dt, +...+ dAon-1 dXon;s 


5° Le groupe à 2n variables (n22) qu laisse invariante l'expression 
différentielle bilinzaire 


GP: dx +. . Se Alu (aeons 


6° Le groupe à 2n +1 variables qui laisse invariante une équation 
de Pfaff 


dE + Li AL, — dti +... Uy, IL, TrdEn-i—0 


(groupe général des trans formations de contact de l’espace an + 1 dimen- 
sions ). 


Nous avons en même temps démontré, pour les trois dernières 
classes, le théorème suivant, généralisation d’un théorème démontré 
par S. Lie pour la première et la troisième classe : 


Taiorème X. — Sv un groupe transforme les elements linéaires issus 
d'un point arbitraire de la méme manière que le groupe 4°, ul est fini et 
semblable au groupe linéaire (non homogène) le plus general qui repro- 
duit, à un facteur constant prés, l'expression 


ALIAS Cl Lin Alan 


St un groupe transforme les éléments linéaires issus d'un point arbi- 
traire de la même manière que le groupe 5°, il est fini et semblable au 
groupe linéaire (non homogène) le plus général qui laisse invariante 
l'expression différentielle 


AL, AL, +... AL sn, done 


St un groupe transforme les éléments linéaires issus d’un point arbi- 
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traire de la méme maniere que le groupe 6°, il est fini et semblable au 
groupe projectif le plus général qui laisse invariante l'équation 


dx + x, ax, =, Lax, SP oo sae Lan—1d Lon — LondXLon 4 O. 


Enfin, si nous remarquons que, des six groupes infinis énumérés 
ix 


dans le théoréme IX, les groupes 1°, 3°, 5° et 6° sont simples, les 
groupes 2° et 4° composés, nous arrivons au théorème suivant : 


Tusorèue XI. — Il existe quatre classes de groupes transitifs infinis 
simples. Les groupes de chaque classe sont respectivement tsomorphes : 


1° Au groupe général à n variables; 

2° Au groupe à n variables qui laisse invariants les volumes ; 

3° Au groupe à 2n variables qui laisse invariante l'expression diffe- 
rentielle bilinéaire | 


dTridx, + dr,dz,-+-...+ dixon 1 AL; 


4° Au groupe à 2n + 1 variables qui laisse invariante une équation 
de Pfaff 


DES E 0, A0s - Lai ri. Lans AL on — Leon lip 1 — 0- 


IV. — Les groupes infinis intransitifs simples. 


Considérons un groupe intransitif infini G. Soient 
Ei Ry orp UR dd OCT Date 2 


les variables transformées par ce groupe, les p premières étant les 
invariants du groupe. Désignons par G le groupe obtenu en donnant, 
dans les équations finies de G, aux invariants @,, UW, ..., U, des valeurs 
numériques fixes. Ce groupe continu Gan variables est infini ou fini. 


Dans tous les cas il existe au moins un groupe g sëmple, qui lui est 
isomorphe (holoédrique ou mériédrique). Nous pouvons toujours 
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Sr °, - . . . . Bh Pe 
supposer ce groupe g simplement transitif, s’il est fini; primitif, s’il 
est infini; nous pouvons, de plus, supposer que les variables qu'il 
transforme sont certaines des variables v,, æ,, ..., Lp» par exemple 


Ti Les aoom Ne 


Appelons g le groupe (intransitif) qui indique comment G trans- 
forme les variables 


14, V bepress Ups Ris ay ee CUVE 


Ce groupe g est isomorphe (holoédrique ou mériédrique) de G. C'est, 
d’autre part, un sous-groupe du groupe obtenu en regardant les 


éléments arbitraires de g comme des fonctions arbitraires de u,, 
hg eure res 
Les considérations précédentes nous conduisent au théorème sui- 


vant : 


Taéorèue XII. — Tout groupe infini intransitif simple peut s obtenir 
en partant d'un groupe transitif simple fint ou infini, et en faisant 
dépendre de p nouvelles variables invariantes u,, u,, ..., u, les éléments 
arbitraires qui entrent dans les équations finies de ce groupe. 


Nous allons donc passer en revue les différents groupes transitifs 
simples connus (simplement transitifs s’ils sont finis, primitifs s'ils 
sont infinis) et chercher à faire dépendre leurs éléments arbitraires 
de p nouvelles variables indépendantes de manière à obtenir encore 
un groupe simple. 


I. Groupes intransitifs simples qui se déduisent de groupes transitifs 
sumples finis. — Soit g un groupe transitif simple fini (simplement tran- 
ss ae 
sitif), d'ordre 7 > r. (Nous examinerons en dernier lieu le cas r — 1.) 
Soient | 


piste ig 


= 

1 the i = + 

ee YŸ Ci,k,3 97 Oe CT See, 7) 
i,k 
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Jes équations de structure de ce groupe. En regardant les paramètres 
de g comme des fonctions arbitraires de u,, u,, ..., u,, On obtient un 
groupe infini G dont les équations de structure sont les suivantes : 


coal P=p 
es 
(1) On ÿ Cisk.sOiOK+ >, du, Ds,o RSS 12 trs Taye 
(2, k) p=1 


Ce groupe intransitif G est manifestemént simple; il dépend de 
r fonctions arbitraires de p arguments u,, u,, ..., u,. Il nous faut 
chercher s’il n’admet pas de sous-groupes également simples; mais 
nous pouvons évidemment supposer que ces sous-groupes ont exacte- 


ment p invariants essentiels. 
Formons les prolongements normaux successifs de G; on les obtient 
en ajoutant aux équations (1), successivement, les suivantes : 


Di DS Cho, (Do Doi + Doi) +» dug Bs.i,o5 
(p; 9) © 


J — 
LENS > Cho, (Hp Doi, + DpiDo,j + Dp,j Doi + Dp,i,j Oo) + SS AU, Ds,i,j,69 


(2, G) p 
J = 
Ds,i,j,k — = Cp,3,5( Op Wa,1,j,k + Op, Wa,j,k + Dp,j Oa, i,k + Do,k Doi,j 


(9,9) 


¥ 
+ Dh, Dok + Dp, i,bOo,j + Op, Doi + Dpii,j Oo) +) Aly Ds, i,j kyo 


Tout sous-groupe de G s’obtiendra en établissant entre les ,, 5,5, 
Gi, +.» des relations linéaires à coefficients fonctions des u, mais 
sans qu'il y ait de relations entre les w seuls. Supposons qu'il n’y ait 
pas de relations ne contenant que les & à moins de L + 7 indices, 
mais qu'il y en ait au moins une contenant les & à A +1 indices, et 


supposons d’abord 22; soit 


> i ÉCART ARC 29 cae. 


132 : Bie : ( MINICROR: POxeT AN: 
une telle relation. En prenant dans le covariant bilinéair 
membre le terme en 


Do, i, Wo, is, in 


; 3 . . Fi oF #6 Ape Ha 
OÙ 0, 0, Vis Dasa oy de SOUL des indices donnés, on voit qu’on doit avoir 


s=r 


> | As, RER LLCP io 0. 


ns 2 


De là on déduit 


s=r : 
Newmar ee 
y y lay esp ST “2 


Sik 


ce qui n’est possible que si tous les coefficients À, Sont nuls. 
On arrive donc à une NEA 


Soit donc 
RES 


et supposons qu’on ait une relation de la forme 


s=r i=p 


> See 


Ste 


_les termes non écrits ne dépendant que des w, les coefficients A, ; étant 
des fonctions des u. La forme du covariant &!, montre que l’existence 
de la relation précédente entraine celle de toutes les relations 


Dy Chap An; Reece wee (ht 2, iat ens rhs 
2, 5,2 


Si nous ne conservons dans les relations considérées qui existent 
entre les w,; et les w que les termes qui ne contiennent pas les w, ces 
relations définissent une multiplicité plane (les coordonnées étant 5, ,, 
Das +++, ©ri). Cette multiplicité plane est invariante par le groupe 


es ee à 
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linéaire dont les transformations infinitésimales sont 
of 
CA EE — RES OAM oS pag To 
I k,s,p si 00,1 ( a) i) r) 
S pc 
Or le groupe T linéaire en £,,4,, ..., ¢,, 


of 
D> Chine oe S Gt, 2, ds Re) 
s,p 8 


ne laisse invariante aucune multiplicité plane. De là résulte que, si 
tous les A,, ne sont pas nuls, le système de relations cherché contient 
au moins r relations de la forme 


s=r i=p 


S'il n’en contient pas plus der, le groupe linéaire T laisse invariante 
la multiplicité plane 


DA ls — pt —= 0, 


où 9 désigne une constante quelconque; en prenant pour p l’une des 
racines du déterminant des coefficients des ¢ dans ces équations, on 
voit que ces équations doivent se réduire à des identités ; par suite, ona 


: Mr. : > 
AU On NS re ; Ad = AT. 
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Finalement les relations cherchées sont de la forme 


MO + Ay WD1,2 + A313 +--+ + App Tes: 


02,1 + AD, + 32,3. -- + UpW2,p Fe. 0, 


A, Or + dre + dora te.e + ApDOr,p Tee — O0: 


S'il y avait plus de r relations, on arriverait à un résultat analogue : 
il existerait un certain nombre de groupes de r relations de la forme 
précédente. 

Du résultat précédent on déduit, faisant un changement de variables 
sur les &,, qu'on peut supposer 


De. 0 (SN ur): 


par suite, le nombre des invariants essentiels du sous-groupe consi- 
déré de G est inférieur à p. 

Donc finalement tout sous-groupe de G qui admet le même nombre 
d'invariants essentiels se confond avec G. 


TuéorÈme XIIT. — De chaque groupe transitif simple fini g, on ne peut 
déduire qu'un groupe wntransitif infini simple G, admettant un nombre 
donné p dingariants essentiels; c’est le groupe obtenu en regardant les 
paramètres de g comme des fonctions arbitraires de ces p invariants. 


Il. Groupes intransitifs simples qui se déduisent de groupes transitifs 
simples infinis. — Nous allons passer successivement en revue les 
quatre classes de groupes transitifs infinis simples : 


1° Le groupe g est le groupe général à n variables. Le groupe G a 
alors pour équations de structure 


p=n p=p 
Os > ag + D du, wl (ST, Bp LeC ia 
p=1 p=1 


Formons les prolongements normaux successifs de G. On les obtient 


D 
Or 
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en ajoutant aux équations précédentes les suivantes : 


p=n P=P 
Os | =, (@p,2@s,9 + Wp Ws, ip) +) du, oy}, 
eae p=1 
pan e=p 
si = > (0p,7,70s,p + Mp,1Ms,j,0 + © 10860 + pos) + > du, oF 
Ps p Ps p J52 ps 1 
p=1 O=1 
pan 
i 
O5, j,k =} (0.7.1.5, + Bo 6,k,0 + Op,ikOsJ,p + Op,/,kOs,ip 
p=1 
p=p 
+ Weis, j,kp + Op) Ds,i,k,p + Bose + Mp sy, kip) +) dus) js 
p=1 
Lar rocéeer date FeLi yas sw sik CC RC ; 
p=n 
oped = (DS Wso-+ Op Ds) +») du, wy’, 
p=1 
Ce p=p 
wey D (Wes. + Wp, Die + We Os,,p + pu.) +>, duyw?, 
à DT 


Soa =D (oh Oso Dome + Dei Ds,j,p + Dojo 


(0) (2) (æ) (% D: 
+ Op iWsj,0 + Op; Oso + Oo Os,i,j,p + Wp Wsi7,0) +) duno à ce 


e=2 : P=p 
why — (oe as 0 +O; a wo = wo) + du, we??), 

p=1 p=1 

p=n 
with) > (CAS at (020) oo") p + of oi 0 = Wo, ops ae} 

p=1 

=p 
+ mio) Os,i,p + Dp” a, + oF) Di, + Wp Dy D) )+ > duo? 


p=1 


ET ET sie etes aes) is! fe) 210 = «| eA. le + eve sole elle = 0 se see je. 10: 4) se 16) <0! eee le le 0.0 joie fe j'a eee, 0 0 10e 


Appelons degré d’une expression w ou & le nombre de ses indices. 
Parmi les relations entre ces expressions qui définissent un des sous- 
groupes cherchés de G, supposons qu’il n’y en ait pas de degré infé- 
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rieur à 2, mais qu'il y en ait au moins une de degré A. Supposons 
d’abord A2 4. Soit alors 


> > (oc) ; (ot) : 
As iis, ce) Éh—4 Os, ix, vee tha ie As, Ch Uy, +0) the 


(Hy, %s) . (Hy, %s) 
= As. LA 3 ®s,i,, RS ve inc = 


oy Uh—3 


Bs A (Ort a, «++; Ga) ayy lla, as +, ha) 4 PRE 10 


une des relations considérées, les termes non écrits étant tous de 
degré inférieur à A. La considération dans le covariant bilinéaire du 
premier membre des termes de la forme 


Ws, p,i Op, is, ip 19 
Ds; ppt, is 


Ds,p Do,i,...,th—s? 


montre, sans difficultés, que tous les coefficients sont nuls, sauf peut- 
être sin =1,h=4; dans ce dernier cas, on devrait avoir 


Data sn Aa wit aap A go p) +> Ag 8: D HEN = 0, 


et l’on se rend facilement compte qu’une telle relation est impossible. 
Si À = 3 et si l’on ne considère dans les relations cherchées que les 


termes en ,;;, 0%, wo”), o', on peut supposer que dans chaque 


Jit? 


relation tous ces termes sont de méme poids, en convenant que 


Os,i,j est de poids Ts—Ti—T), 
æ) | 

Die » YB fs 

Def) » Is; 

oy » re 


Par suite, les expressions w,;; n’entrent dans aucune de ces rela- 


tions. La considération du terme en 5° w,,;, dans le covariant bilinéaire 


du premier membre de la relation montre de même qu'il n’entre dans 

cette relation aucune expression wo; de même la considération des 
8 2 ‘ : 

termes en &&;, montre qu'il n’entre aucune expression ©. Il est 


donc impossible que 2 soit égal à 3. 


miss 
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Si enfin k est égal à 2, l'existence d’une relation 


(0) —X) = 
VA Wye = == 0; 


S, & 


les termes non écrits ne dépendant que des w,; et des w,, entraine 
l'existence de toutes les relations obtenues en prenant dans la précé- 
dente les termes pour lesquels s a une même valeur donnée; de plus, 
l'existence de la relation 


“x=p 


d'ami +. == 0 


=! 
entraine celle des 7 relations 


> Ag w+. >, Ag Ge a. she ot =YŸ Aux D +...—o. 


On peut supposer d’ailleurs, en faisant un changement de variables 
sur les u, qu’on a 


D = Up O's 


(4) 


Enfin la forme de &\,” montre, d’après la théorie des sous-groupes, 


qu’on peut supposer les relations de la forme 
I=n j=n 
> ES 
mit ER > Gift Oe pf aaa, 
i=1 j=l 


t= In 


Vis A fit) 
. 
ey 
WD), 28 N Ajj nig Fe. 


C= TE 


les termes non écrits ne dépendant que de ,, w,,...,,. La forme du 
covariant de &!' montre alors que tous les coefficients a,,;,, sont nuls, 
ainsi que ceux des coefficients a; ; 9, +, 4,j,n pour lesquels z est diffé- 
rent de 1, que de plus a, ,=4@,4,;3 les covariants de wi”, ..., ©} 
montrent ensuite que tous ces coefficients aussi sont nuls. Les expres- 
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sions |, ..., 0, ne dépendant que de w,, Mg, ..., Mz, On Voit imme- 
diatement que le sous- groupe cherché de G aie ds un à 
l'hypothèse, moins de p invariants essentiels. 


Taéorëme XIV. — Du groupe général à n variables onne peut déduire 
qu'un groupe intransitif simple à p invariants essentiels ; ce groupe est 
défini par les équations 

He Ua. Le ig = Us 


D ais ns Up a lp) Be Ja tous Pas oise 


où les f; sont n fonctions arbitraires de leurs n + p arguments. 


2° Le groupe g est le groupe a n variables qui laisse invariants les 
volumes. Ce cas se traite d’une maniére analogue au précédent. Les 
notations employées peuvent être conservées à condition de lier les 
expressions introduites par les relations 


Qi + 6)2,9 eee + Onn == oy 
GAME in + O9,2,5,,. i, te. e+ On Rice in — 9 
oan Bn Xp) (NT. On) (& Rs back, 
ee tine Xe eo ake one ve i, Be No oO. 


On montre, comme tout à l'heure, que l’entier désigné par A ne 
peut dépasser 3. Si A est égal à 3, on peut attribuer encore des poids 
aux différentes expressions, mais les x indéterminées r,, ..., 7, sont 
maintenant liées par la relation 


Pa [DA . Seat — O. 


Les ,,,; ne peuvent entrer dans les relations cherchées que si m= 2, 
et alors il n’entre que , ,,, et w,,,, ce qu’on démontre facilement être 
impossible, en négligeant tous les termes en SE, Bei, ---- On montre 
alors, comme auparavant, qu'aucune des expressions a, ow” ne peut 
exister dans les relations cherchées, c’est-à-dire, enfin, que À ne peut 
être égal à 3. 

Si h est égal à 2, le raisonnement fait plus haut conduit à la même 
conclusion. 


Tuéorème XV. — Du groupe infini a n variables qui conserve les 
volumes, on peut déduire un seul groupe tntransitif simple a p invariants 
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essentiels ; ce groupe est defini par les équations 
es, DRE thas fie ie bn 
if — LU . 
= Tas sy OUT NAT ee, Gye rR Rs is ay hn) 


ou les J; sont assujetties à la seule condition 


DO Pes Jn) =i 
Dire seat) > 


Jone groupe g est le groupe a 2n variables qui laisse tnvariante 


l'expression 
OLAD =... Ae, lan. 


Le groupe G a ici pour équations de structure 


p=2n P=p 
: LT . 
wp (—1)! Dd oeBr.9+ Sd dupa (AT, oF. ;2n-10n), 
PEU Di p=i 


où l’on a désigné par z’ le nombre ¢+1 ou & — 1 suivant que z est 
impair ou pair. Les expressions &;,; sont liées par les relations 


D ji —= Wi; (Defeat tacts 5 QI). 


Les équations de structure des prolongements normaux successifs 
de G s’obtiendront en ajoutant aux équations précédentes les sui- 


vantes : 
p=2n p=2n p=p 
! re ~~ \ 
TR N (—1)?W:,pWi0.+ 2 @pWi,7,0+ D duno, 
pat p=1 p=1 
p=2n p=2n P=P 
é nu . \' (9) 
Dok — (— 1)? (@z,5j,4,0° + @j,5@i,k,0° + Dr,p@i,j,0’) =e Y Wo Di,j,k,0 + EN dus SP}, 
p=1 p=1 (Gee 
p=2r p=2n p=P 
Qi 
Ne Cette (CAR (%,0) 
ot!’ — SY (—1) of" wip +> OpWip + 2, dupa”, 
p=1 gee a 
p=2n p=2n p=p 
— 
PS et (æ fe. à (He (cx) Ep) 
ay = de 1)? (DiS) Ds, + mpeg + Be ij) + Domi t DY duo 
p=1 Gi o=1 
p=2r p=2n P=p 
Bite & 5 (a, 3) ioe (a) (B) (f (&) 7 (%,8) N° = x, 3,0) 
w {8 = \ = DE (wy I Di,0 DE Dé Die + [or Dra’) + D Di,p + le du,5; ° 
Er PE G=1 


GUS Se aginst: cic at ne ele (isle el olie ele sols olelelelefe ele 6) 66 se # in © eee "ee 5 + oo + + 0 ee eo + 5 + 
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Tout sous-groupe cherché de G sera défini par certaines relations 
linéaires entre les expressions & relatives à l’un des prolongements 
normaux de G. De la discussion faite au paragraphe précédent résulte 
que si, dans ces relations, on supprimait tous les termes en G7" i; 
ot, , ..., les relations restantes, ou bien ne contiendraient que 
les w et les &;;, ou bien contiendraient aussi les &;,;x, mais alors il y 
aurait au moins autant de relations distinctes que d'expressions &;;x, 
chacune de ces expressions entrant seule dans l’une de ces rela- 
tions. 

Cela étant, appelons degré d’une relation le nombre maximum des 
indices des expressions qui entrent dans cette relation et supposons 
que À soit le degré minimum des relations cherchées. Si d’abord 2 est 
au moins égal à 4, aucune expression 5, n'entre dans ces rela- 
tions, d’après ce qui a été dit plus haut. La considération successive, 
dans le covariant bilinéaire du premier membre de la relation consi- 


dérée des termes en 


deal. 
Wo Wi, pes th-2, ('> 


1) to La). 
Wo @i,, Sc CHA, pe’? 


are ree ees 
montre qu'aucune des expressions de degré À ne peut entrer dans 
cette relation. 
Sif est égal à 3, on peut s'arranger pour que dans chaque relation 
Pe a 7 n 6) a A . Site 
n entrent que des expressions mi RG oui, > de même poids. Si 
certaines expressions &;,;, entraient, elles entreraient toutes, d’après 
ce quia été dit plus haut; l’une par exemple des relations serait de la 
forme 


N A \%) (a) 
OP en 20 Do So NE) 


mais aucune des expressions &® n’a son poids r; égal à celui 2r, +7, 
de &,,,; on aurait donc une relation entre Di, les &;; et les w, ce 
qui est impossible. Le raisonnement fait pour 424 peut alors se 
repeter pour  — 3. 

Sif est égal à 2, la considération des poids montre qu’on peut sup- 
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poser chaque relation de la forme 


x=p EDR 2n p=2n 


FE ORES 
@ al À 
> Aor + >: A0, + > B,w,=0 Gel On) 


CE Jk p=1 


l'indice ¢ conservant la même valeur dans tous les termes de la rela- 
lion; on voit, de plus, en prenant dans le covariant bilinéaire du pre- 
mier membre les termes qui contiennent o,,;, que la relation pré- 
cédente entraine 27 relations de la forme 


a=p 
DY APoris...=o Ose Ou deat, OU Vi: 


a=1 


Finalement, en faisant un changement de variables sur les uv, on 
peut supposer l’existence de 27 relations 


eRe ee =n 
at 
a Vv a i 
oi) + > A;jaeojr + > By jo;=0 Nr nn). 


j,k j=! 


La forme du covariant de o‘’ montre, d’après la théorie des sous- 
groupes, qu'on peut supposer les coefficients A; ;, nuls dès que l’un 
des indices /, & est égal à 1. Le covariant bilinéaire de la première 
relation montre alors que tous les A; ;, sont nuls et que, de plus, les 
A;;,, pour lesquels 7, et Æ sont tous les trois différents de 1 sont tous 
nuls. On montre ensuite que tous les coefficients A; ;, sont nuls. 

On voit donc que tous les &!'" ne dépendent que des w; par suite, le 
sous-groupe cherché de G admet p — 1 invariants essentiels au plus. 


Taéorème XVI. — Du groupe infini à 2n variables qui laisse invariante 
l'expression bilinéaire dx, dx, +...+ d2,,, dx», on ne peut dédure 
qu'un groupe infint tntransilif simple à pin variants essentiels u,,u,,..., 
uy; c'est celut qui satisfait a la congruence 


= a > 
An AG, +... Ayn AX, = AL day +. y+ Ge ata. 


node pe. a, Ah, 


4° Le groupe g est le groupe general des transformations de contact 
de l’espace an+1 dimensions. 
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Le groupe G a pour équations de structure 


P= Pp 


(0) 
= 2Wy Woot WW. +... + Dee CN du,wf, 


p=1 
p=2n p=p 
1 — i+1 ; V'usep- ) dun 
GO); — @;Wo 9 + (— 1) Do Wi',0 + jes 9 @i',p 0 ru 
g=1 * p=1 


Les prolongements normaux successifs de G introduisent des 
expressions 


où les indices inférieurs 7 peuvent prendre les valeurs 0, 1, 2,..., 273 
les indices supérieurs x les valeurs 1, 2, ..., p. 

On montre que, pour tout sous-groupe cherché de G, le degré 
minimum À des relations qui le définissent est au plus égal à 3. Si, 
en effet, A24, les relations de degré A ne peuvent contenir aucune 
des expressions &,:,.., d'après la discussion faite au paragraphe 
précédent dans l’étude du groupe g. La considération successive, dans 
le covariant bilinéaire du premier membre de l’une des relations, des 
termes en | 


(KX) (Lo) 
Wp Wi, th p's 
RO UN IPN IT AE , 
x (04) (Ha, &n—1) 
D, 4 D; à h—1 
f A 


montre qu'aucun terme de degré A ne peut entrer dans cette relation. 
Sih est égal à 3, la considération des poids 


AG pour Do0,0,09 
BT, Te » Wi.0,09 
2 gece lie ay » Wi, j,0 
Tiaret; certe » Wi jks 
0 » wi, 
rot ri Sanpete 
LES mt a » wr) : 
— 29,5 » mp, 


= sulle ein! eae ‘apts la LÉ faite à à propos Ri groupe g, 


i aucune des expressions Dow Fio,or Pijor Bj n'entre dans les rela- 
FEAR PU s cherchées. La considération, dans le covariant bilinéaire du pre- 
ÉD fi nier nombre de l’une des relations, des termes en 


Fa ge 
i bein ee SÉ Bio D Dijo Bop, wf if) 


montre qu'aucune des expressions de degré 3 ne peut entrer dans 
cette relation. 
= Supposons enfin 


La présence d’une relation 


re 2 AG oo +> A ol +. 


ar 8 


les termes non écrits ne contenant que les &;;, Big, Tyr Wir os \ 
entraine, en prenant le covariant bilinéaire, celle des relations 


DA +0, 
a 


? 


CL) ri) = 
> ADR er O 
a 
DA 40 (st, san), 
x 


jj SS APalte., 0 Ci Do ee 39 27). 


On peut, par suite, toujours supposer l’existence d’une relation de 
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la forme 
r= 27 1e 2n t=2n 
w+ Ayo @i,9+ D À; 0,5; + D B;o;= 0; 
A1 EN 2— 1 


on n’a pas écrit de terme en &,,, à cause de la présence dans le cova- 
riant de wo!’ du terme 25/°&,,. On voit alors immédiatement, en pre- 
nant le covariant bilinéaire, que tous les coefficients A; et A;j; sont 
nuls et, de plus, que tous les x!" doivent s’exprimer en fonctions 
linéaires de Gyo, Dios js My» w. La présence dans le covariant de &;"° 
du terme o\'a,,, montre qu'on peut supposer w,"’ indépendant de, 
Il en résulte facilement que les a)" ne dépendent que des w. 

Les expressions &!", oi’, ..., ©!) ne dépendant que de w,, 
My, +++, ©», le sous-groupe considéré du groupe G n’admet que 
p — 1 invariants essentiels au plus. 


Tutontme XVII. — Du groupe infini des trans formations de contact de 
l’espace à n dimensions on ne peut déduire qu'un groupe infini intransitif 
5 \ = 5 5 . r > 
simple a p invariants essentiels u,, ..., u,; il est formé de l’ensemble des 
trans formations qui laissent ingariante la congruence 


dr, — LodX, — 2, dx; Sai mr ey Ana, =) (mod du, «ages ue 


HI. Groupes intransitifs simples improprement dits. — Il nous reste à 
examiner le cas où le groupe transitif g est fini et à un paramètre. Dans 
ce cas, le groupe G est défini par les équations 


ea 1 es Pi 
Wh = Why Wy = lhe oF Ce ee 


Lt fi (Ua Uy es, Wie ys 


Les groupes intransitifs simples correspondants sont, outre le 
groupe G, certains de ses sous-groupes. La fonction j, au lieu d’étre 
une fonction arbitraire de ses p arguments, peut satisfaire alors à un 
certain système d'équations aux dérivées partielles linéaires, les coef- 
ficients étant des fonctions données des invariants is ce Us LE 
discussion des conditions auxquelles doit satisfaire ce système d’équa- 
tions aux dérivées partielles pour que le groupe correspondant mérite 
encore le nom de sëmple est en dehors de notre sujet. Remarquons 
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simplement que tous ces groupes admettent des sous-groupes inva- 
riants (car tous leurs sous-groupes sont invariants). On dira que l’un 
(eux, G, est un groupe simple improprement dit si, G, étant l’un quel- 
conque de ses sous-groupes invariants, il existe un sous-groupe G, 
de G, (pouvant se réduire à la transformation identique) tel que le 
groupe G,|G, soit isomorphe. holoédrique de G. Il se peut d’ailleurs 
que G|G, ne soit pas lui-même isomorphe holoédrique de G. Il sera 
naturel dans ce cas de convenir de dire que G et G|G, sont isomorphes 
holoédriques au sens étendu. Ces deux groupes sont, en effet, absolu- 
ment équivalents au point de vue des applications à l’intégration des 


systèmes différentiels. 
Citons, comme exemple, le groupe G : 


(1) eR Cle, 


p= a + f(u, 0) 


ou f(u, ») est la solution la plus générale de l’équation 


où Ô 
Le = or 


Prenons pour G, le sous-groupe à deux paramètres 


De 


— 
VEN, 


zx'=x+a(u? + 2e) + b, 


défini par la condition 


dc 
Ou 


CEE 
Fee == 


Le groupe G|ÿ, a pour équations 
ET 
(3) Ne 
| E=E+q(u, v), 
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Tu avait athe 


ops TTL 


où l’on pose 


c’est-à-dire où ¢ est la solution la plus générale de l'équation 


00 2 09 
coy Qu? — dv | u du 


Les groupes G et G|G, ne sont pas isomorphes holoédriques, on le | 
démontre sans difficulté, les équations (2) et (4) n’étant pas réduc- 
tibles l’une à l’autre par un changement de variables. Néanmoins, si 
l’on considère le sous-groupe 6, de G, défini par 


rs 


et dont les équations sont 
(9) 


le groupe G,|G, a pour équations 
ia. 
ea 


XX tre), 


| Vs pere 
"Tu du Oude 


c'est-à-dire où Ÿ est la solution la plus générale de l’équation 


ay _ dy 
Ow de 


Le groupe 6,16, est donc isomorphe holoédrique de G. Les deux 
groupes (1) et (3) sont donc isomorphes holoédriques au sens étendu. 
Cela tient, au fond, à ce que la solution générale de chacune des équa- 
tions (2) et (4) peut se déduire par diférentiation de la solution géné- 
rale de l’autre. 


ns 
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V. — Détermination des groupes linéaires semi-involutifs 
qui ne laissent invariante aucune multiplicité plane. 


Il nous reste à démontrer le théorème III énoncé au début du para- 
graphe IT. A cet effet, quelques remarques sur la structure des groupes 
linéaires et homogènes qui ne laissent invariante aucune multiplicité 
plane sont nécessaires. 

S. Lie a démontré qu’un groupe linéaire et homogène intégrable T 
laisse invariante au moins une multiplicité plane à une dimension 
(droite) M,, au moins une multiplicité plane à deux dimensions M, 
contenant M,, au moins une multiplicité plane à trois dimensions M, 
contenant M,, et ainsi de suite. On peut ajouter que, si une multiplicité 
(non plane) continue (C) est engendrée par des droites toutes inva- 
riantes par I’, la plus petite multiplicité plane M contenant (C) est 
invariante par T et que toutes les droites qui l engendrent sont également 
tnvariantes par TV. 

Cette dernière propriété tient au fond à ce que chaque droite inva- 
riante correspond a une racine déterminée de l’équation caractéristique 
du groupe linéaire, et à ce que toutes les droites qui engendrent (C) 
doivent, par raison de continuité, correspondre a /a méme racine de 
cette équation caractéristique. 

Cela étant, si un groupe linéaire et homogène ne laisse invari iante 
aucune multiplicité plane, il ne saurait étre (pegs Il peut alors 
étre ou non semi-simple. 

Si le groupe l n’est pas semi-simple, il admet un plus grand sous- 
groupe invariant intégrable y; considérons une des droites M, inva- 
riantes par y et considérons le lieu (C) des transformées de M, par le 
groupe total l'; cette multiplicité (G) est évidemment formée de droites 
toutes invariantes par T; or, la plus petite multiplicité plane qui con- 
tient (C) est, d'une part, invariante par le groupe total l'; d'autre part, 
formée de droites toutes invariantes par y. La première propriété n’est 
possible que si cette plus petite multiplicité plane comprend tout 
l’espace; la seconde propriété montre, par suite, que y laisse inva- 
riantes toutes les droites de l’espace; autrement dit y est formé de la 
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seule transformation infinitésimale 


of of of 


Ze SE Gi +...+2,——: 
Oxy ? 0% ‘Os 


UPS 2; 


Le groupe T se décompose, par suite, dans le groupe à un para- 
metre des transformations homothétiques et dans un groupe simple ou 
semi-simple, celui qui est formé des transformations de T a détermi- 


nant égal à 1. 


Tutorime XVIII. — St un groupe linéaire et homogène ne laisse inva- 
riante aucune multiplicité plane, 

Ou bien il est simple ou semi-simple, 

Ou bien il se décompose en un groupe simple ou semi-simple et dans le 
groupe à un paramètre des transformations homothetiques. 


Ce théorème ramène la recherche des groupes linéaires qui ne 
laissent invariante aucune multiplicité plane à l’étude des groupes 
linéaires semi-sumples. 

Rappelons les théorèmes suivants sur la structure des groupes 
simples ou semi-simples. 

Étant donné un groupe simple ou semi-simple T de rang J et 
d'ordre 7, on peut toujours choisir r transformations infinitésimales 
indépendantes de la manière suivante : 


1° / transformations Y, f, Y, f, ..., Y,f échangeables entre elles; 
o . == > a = x A "a € Q V4 
Deg Rudi transformations X fo Xif, 6, Ags, telles que #2 
reproduise X; fa un facteur constant près. 


A chaque transformation X;f on peut faire correspondre un potds r; 
qui est une forme linéaire de / indéterminée. Les L poids r; sont deux 
à deux égaux et de signes contraires; à un poids donné ne correspond 
qu'une transformation X f. 

Il existe un système de L? entiers a; jouissant de la propriété qu’il 
existe, en mème temps qu'une transformation X, f de poids 7; et une 
transformation X;f de poids r;, une transformation X, f de poids 


PRS Pi QT 75 
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de plus, si a;; est différent de zéro et de +1, il existe une transfor- 
mation de poids r; + mr;, m désignant un entier quelconque compris 
entre zéro et a;;. 

Le crochet de deux transformations (X;X;) est nul s’il n'existe 
aucune transformation de poids r;+ r;, sinon il est égal, à un facteur 
constant près, à la transformation de poids r;+r;. Sir; +r; est nul, 
(X;X;) est égal à une combinaison linéaire des transformations Yf. 

On peut supposer les transformations X,/, X,f, ..., X,f choisies 
de manière que les poids r,, r,, ..., r, soient linéairement indépen- 
dants et, de plus, que les L — / autres poids soient des combinaisons 
linéaires à coefficients entiers de r,,r,, ...,r. Sil'on a 


ni Mis + Mina tee + Mini (rome el), 

on à 
did Miele pet Midi © ($1, 2, ..., Lili] =1,2,.., L). 

Paepeuteatiss! choisir en méme temps Y,/7, Y:/, .., Y,J, de 
manière qu’on ait 

COX =, XD CRE Woe Lo 

Si un groupe simple ou semi-simple est linéaire et homogène, à 
n variables +,, æ,, ..., æ,, on peut supposer les variables choisies de 
manière à satisfaire aux propriétés suivantes : 

A chaque variable x, on peut attribuer un poids 9,, combinaison 


linéaire à coefficients rationnels des poids 7,, r,, ..., 7 des transfor- 
ISON A etes eo A Jr: 


Oy = Mat My gg ++. My iT] 
Deux variables différentes peuvent avoir le méme poids. 
Si l’on pose 
bai = Moi di + Mas Goi tee + Mar Qi (OF =) ey core bee 


les entiers b,,; jouissent de la propriété qu'il existe autant de variables 
de poids 9, + br; que de variables de poids 9,5 de plus, si 6,; n’est 
égal ni à zéro nia +1, il y a au moins autant de variables de poids 
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+ mr; que de poids o,. Nous appellerons l’entier b,; le poids relau f 
de la variable x, par rapport à la transformation X;f. 


: 0: ; : ; 
L’accroissement 4 d’une variable de poids g, par la transformation 


infinitésimale 


est égal à b,;æ,3 par la transformation 
de Mt ni Léon tin 


cet accroissement est nul si aucune variable n’est de poids 9, +7, 
sinon il est une combinaison linéaire des variables de poids 9,+7;3 
cette combinaison linéaire n’est certainement pas identiquement nulle 
si b,,;, c'est-à-dire le poids relatif de la variable æ, par rapport à la 
transformation X;/, est positif. 

Si le groupe I ne laisse invariante aucune multiplicité plane, tous 
les poids », doivent pouvoir se déduire de l’un d’entre eux par addi- 
tions successives des poids 7,, 72, ..., ri. 


Nous voulons déterminer tous les groupes semi-simples linéaires et 
homogènes qui ne laissent invariante aucune multiplicité plane et qui 
sont semu-involutifs. Nous n’entrerons pas dans le détail des calculs 
qui conduisent à cette détermination, ces calculs étant assez longs et 
fastidieux. Nous nous contenterons de donner des indications permet- 
tant au lecteur de les faire lui-méme. 

On peut d’abord commencer par résoudre le problème plus général 
de la détermination des groupes linéaires et homogènes qui ne laissent 
invariante aucune multiplicité plane et pour lesquels le groupe déduit 
ne se réduit pas à la transformation identique ; on peut mème supposer 
que ces groupes contiennent la transformation U/ que nous appelle- 
rons Ne 

Le groupe déduit est à » +r+1 variables, d’abord les variables 
primitives æ,, æ,, ..., æ,, puis les variables 


JADE aor HAN 
que nous ferons correspondre à 


TER CR Re ES à 
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enfin les variables 


que nous ferons correspondre à 
NN se cca, EAL). 
Si nous appelons 
eo Vof + Vif +... +e Vif +nXif +... +nXif 


la transformation infinitésimale générale du groupe donné T, le 
groupe déduit sera à 2 + r +1 variables, d’abord les variables primi- 
tives 


La, Lo, eee, Lny 
puis les {+ 1 variables 
De TRE. a correspondant à ne CC Mey 
enfin les L variables 
nn LATINE Ta correspondant à Vee as dus CALs 


L’accroissement d’une variable x, par la transformation infinitési- 
male générale du groupe donné F est de la forme 


—=l; 


ODs, "Oh ee 
(1) Sp (Cot Payer ++ by,101) Pat > 1 Xa 


pel 


en désignant par X,,, suivant les cas, zéro ou une combinaison linéaire 
des variables de poids 9, + 7;. 

On peut d’abord voir facilement que, dans le groupe déduit F,, l’un 
au moins des accroissements , vey Se doit être différent de zéro; 


si en effet tous ces accroissements étaient nuls, la formule (1) montre 


que 


0) 0 Oy, Oy, 
bai + by 
NP MR Ce Er 


ne dépendrait que de x,. En donnant a les valeurs 1, 2, ..., x, on 
obtiendrait certainement au moins /+ 1 combinaisons linéaires indé- 


OY) OY dy : 4 at, ' 
pendantes de 3A, aor wees dE mais, si le nombre » des variables x 


ee 
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dépasse /+ 1, tous ces accroissements sont nécessairement nuls#0 
: : OZ; 

c’est ce que le calcul vérifie; chaque fois que les = sont tous nuls, le 
nombre des poids », distincts est au moins égal à / + 2. 

Il suffit donc d’exprimer que l’un des = n’est pas nul. 

On peut s’aider pour cela des remarques suivantes. 

Supposons que = ne soit pas nul par le groupe [’,, et qu'il existe 
au moins deux poids distincts 9, et pg tels qu’il existe des variables x 


de poids o,+ 7; et des variables æ de poids pg + 7;. 


Alors la formule (1) montre que = ne peut dépendre que des 


variables de poids 


Dé (rity leet ae oon Oral 
de méme ne peut dépendre que des variables de poids 
PB, PB+ Ti, PB+ l'a, ey PB TL. 


Il est donc nécessaire que dans ces deux suites il existe au moins 
deux poids égaux, soit 


Pari PRT Je ES Ou 2e LE) 


(on convient de poser r, = 0). 

Autrement dit, la différence p, — pg est égale à la différence de deux 

des DOIdS7 = OR TE 
a à = » © 03; . 

Tuéorème. — Sr l’accroissement na de la variable z; par le groupe 
déduit V, n'est pas nul et s'il existe deux poids distincts pq et eg tels qu'il 
existe des variables x de poids p,+ r; et ee + ri, ul est nécessaire que la 
différence 9,— pg puisse se mettre sous la forme de la différence de deux 
des poids r,= 0, T,, ..., rie St pa — eg peut se mettre de p manières diffe- 
rentes sous la forme 

Pa — PB= TR — Tj, = Ta ee TR, Tips 


3; 


l'accroissement 


Ô ; ; : 
— ne depend que des variables x de poids ° 
ot 


PB+ Ts PBT FR +20, PB+ Tkys 
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Ce théorème permet, pour chaque structure de groupe simple ou 
semi-simple, de former tous les systèmes possibles de poids corres- 
pondant aux variables transformées par les groupes linéaires cherchés. 
Certains systèmes de poids compatibles avec l'usage de ce théorème 
seront d’ailleurs exclus si le groupe déduit I, se réduit à la transfor- 
mation identique. 

Nous allons passer en revue toutes les classes de groupes simples 
et semi-simples, et indiquer, pour chacune d’elles, quels sont les 
groupes correspondants (contenant tous la transformation U f). 

Il y a six classes de groupes simples, désignées par les lettres A, B, 
Gy Deh REG: 


Groupes simples de la classe A. — Dans les groupes de cette classe 
on peut, en changeant un peu les notations, mettre les poids des 
transformations X;fsous la forme 


Et (EME R Le En). 
Le poids p, d’une quelconque des variables æ, peut se mettre sous 


la forme 
Pa Mali EE Mausla tes + Ma tei Tl+15 


les coefficients m,,; étant des nombres rationnels liés par la relation 
Mai + Ma,2 +. + Ma,t+1 — 0 


Il existe, pour cette classe, quatre groupes linéaires et homogènes 
qui ne laissent invariante aucune multiplicité plane et dont le groupe 
déduit ne se réduit pas à la transformation identique : 


1° Un groupe correspondant au système de poids 


I : 
SAR 7) — Tr; (Des Ads): 


SR) 
es inéair rene général à / riables; il est 
c’est le groupe linéaire et homogène général à {+1 variables; 1 


involutif. 
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Dot Pee 7 
= 4 ze 


LE 4 
154 : as i» L 
2° Un groupe correspondant au système de poids 


« ne 


17 ) : | 
Ra CARTANS 4120797) Fae 


; À 4 iq orient 


Asl+1 : h=l+1 


= a E bd | y 
Es; | sir PRE Gels er 
= r— ar; De CV oe rp 14 (y=t, Dy 01. Fo ty (22a) 
À=1 Ext 

= | 4 A 


c’est le groupe linéaire et homogène qui indique comment sont trans- 


formés les coefficients de la forme quadratique 


By OR + Dr ley + 21,2 br lg tee + 22,14 Cr lis, 
‘ fot , Si > 


lorsqu'on soumet les indéterminées @,, ..., 4, aux transformations 
du groupe linéaire et homogène général. On a ‘ F 


— 


p=l+1 
Se ares 
PART “ 1,0 J,0 JR 71,0 7° 
p=1 


Le groupe déduit est défini par les formules : 


5 p=l+1 

Sy - . . 

= Yi dj,pPi,p (ae eds Es) (41,5 ai); 
p= 


quant au deuxième groupe déduit, il se réduit à la transformation 
identique. 


3° Un groupe correspondant au système de poids . 


À 11 


2 
Ti À TT (123); 
=1 


c'est le groupe linéaire et homogène qui indique comment sont trans- 


formés les coefficients 


LE 5 


de la forme bilinéaire alternée 
L4,9( by Al, — todt,) + à, ; (dt; — tsdt;) ++ dite (bp Abi — trys dl,), 


quand les variables ¢ sont transformées par le groupe linéaire et homo- 


ne. | 
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gene général. Ce groupe I est défini par les formules 
p=l+1 


yeas (€:,0%p,7 + €j,0% 7,9) ee Cae ER SE hay b= 1); 


p=l+1 

03; mi ts 

CTE ay > AjpXip (Ai7= 0, 4, ;=— a; 1, J 1, ..., LH). 
p=1 


Le deuxième groupe déduit l, se réduit à la transformation identique. 


4° Un groupe correspondant au système de poids 
Cu NAS 


c’est celui qui indique comment les paramètres de la transformation 
infinitésimale la plus générale d’un groupe simple G de classe A sont 
transformés par le groupe G (groupe linéaire adjoint au sens de S. Lie). 
Son groupe déduit I, se réduit à la transformation identique si /2 2; 
pour /=1, il est défini par les formules 


AN 
OS 
a 02, Oe, 
ot 
OFF 

Pres 1 J 
ry = 442, — CDs, 
02 
S, = AL + bxs, 
ot 
S 
023 
— =02 + C2. 
ol 


Le deuxième groupe I’, se réduit à la transformation identique. 


Groupes simples de la classe B. — Dans ce cas, les poids des tranfor- 
mations X,/ peuvent se mettre sous la forme 


DT in le} BEN EE te Des yy ul) US) 


avec la condition 
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Nous trouvons ici un seul groupe I correspon E 
_ poids 


=. 7 Lied 
OT TT NL) a 


| i . Menara 7 A ar 
c’est le groupe linéaire et homogene qui laisse invariante 


BAW, Ly + WHeHy +... HILL OO. 


‘ILest défini par les formules 


apg Eh.0 Xo’ 
dt 00 p,0""p 3 


p 
EVE EN 


0x; 
Sr Sot + NS Cie Xp" 


[] 
où les paramètres sont 


€ el Ci, j= — Eji 


Le groupe déduit I’, est défini par les formules 
OZ 


5, mn en MT + Ay Fy +... arr, 
Ô5i,j 
ot 


—UyLi— Ay Xj. 


~ 


Le deuxième groupe réduit F, se réduit à la transformation identique. 


Groupes simples de la classe C. — Ici les poids des transformations aye 


peuvent se mettre sous la forme 


ry dreary (OPE En à 0D Ea), 


avec la condition 


Vet ae Ia ee (Ü——i). 


Nous trouvons ici un seul groupe I correspondant au système de 
poids 


LT (is CPE TE 


— > 


eS ASS 
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c'est le groupe linéaire et homogène qui laisse invariante l’équation 


“2,dxy — xy da; + 2,dry — x, dr,+...+x,;der — xydx;= 0; 


il est semi-involutif. 
Groupes simples de la classe D. — Iciles poids des transformations X,f 


peuvent se mettre sous la forme 
OR PR rte ll Cie td IDE 


SE Soy, 


avec la condition 
RS eel = ES v4 T0 


Il existe un seul groupe F correspondant au système de poids 
nelle 


rT; Ci aT 2e 


c’est le groupe linéaire et homogène qui laisse invariante l’équation 


Ly Ly + Lay +... + Lily =O. 


Il est défini par les formules 


où les paramètres sont 


cr =o Lie 


€ et 


Le groupe déduit I, est donné par les formules 


= dl + Ay hy +... +Farxr, 


03;,; . N 
= ay Tiji — aL]. 


Le deuxième groupe déduit F, se réduit à la transformation iden- 


tique. 
s 1 à PRES 
Groupes simples des classes E, F, G. — Aucun groupe F n'existe. 
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Groupes semi-simples. — Pour qu'il existe un groupe I, il faut que 
le groupe semi-simple soit composé de deux groupes simples appar- 
tenant à la classe A. On a alors un groupe F, celui qui indique com- 
ment les coefficients x, ; de l’équation bilinéaire 


t=m J=n 


> Durs — () 


i=t j=l 


sont transformés lorsqu'on soumet les variables w et les variables ¢ à 
deux substitutions linéaires arbitraires indépendantes. Le groupe I 
est défini par les formules 


Pp =I p=n 


02; ; 5 
ae = 213+ >, Tite + >) Nip Le (= rats EES FP eee 
p=1 p=i 


Les paramètres sont e,, e;,;, 4;,;3 ils sont liés par les deux relations 
C41 at 9,2 + Sods Emm — 1,1 a N2,2 + 5.0 Sem Nn,n — oO. 


Le groupe déduit F, est défini par les équations 


£f=m C=7 


Oss m+r2yy 
= a 


= ù De 
dt MN di di 7 Pr 
p=1 G=1 
bs p=n : p=m o=n 
SU) ee En è J'TE 5 
sr. => CEE ES ios) > >, 20,02 p,0 (Cs Sh 3 9.01 Gs 
p=1 p=1 =4 
je p=m p=m C=n 
CSN) Æi,j ME 
dt V2 GONE —— En. ~ db, Lp,6 (2,7 do 2.) nr), 
(yesh Oi 10 A 


où les paramètres sont les mn quantités a,,, et où &; ; désigne o sit £7, 
et I Slt —7. 
Le second groupe déduit P, se réduit à la transformation identique. 
De cette discussion résulte le théorème suivant : 


THéorÈèME XIX. — Jl existe quatre classes de groupes linéaires et homo- 
gènes semi-involutifs ne laissant invariante aucune multiplicité plane: 


1° Le groupe linéaire et homogène général a n variables ; 
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2° Le groupe linéaire et homogène special à n variables ; 
3° Le groupe linéaire et homogène à 2n 2&4 variables qui laisse inva- 
riante l'équation 


Li AL, — La di + 2, dx, — %, dt: +.:.+ Len, Alen — Lon AX on_4 = 03 


4° Le groupe linéaire et homogene à 2n2 4 variables qui laisse inva- 
riante l'expression 


Hy AX, — Le Lys + L3 AL, — y dL3 +... + Lon, Ayn — Lon ALon 4. 


De plus il existe, outre les quatre classes précédentes, quatre classes de 
groupes linéaires et homogènes ne laissant invariante aucune multiplicité 
plane et jouissant de la propriété que leur groupe déduit ne se réduit pas 
à la transformation identique. 


n ( 


4 EE , 4 ip fas ë Agen Be 
a. Le groupe linéaire et homogeéne a oo 26 variables qui indique 


comment les coefficients de l'équation d'un cône dans l'espace a nz 3 di- 


mensions sont transformés par une substitution linéaire effectuée sur les 
coordonnées des points de l’espace. 


SAGE \ \ a(n +1 . he : 
8. Le groupe linéaire et homogène à Re) = 10 variables qui indique 


comment les coefficients de l'équation d’un complexe linéaire dans 
l’espace à n — 12/4 dimensions sont transformés lorsqu'on effectue sur 
les coordonnées homogènes des points de cet espace une substitution 
linéaire quelconque. 


y. Le groupe linéaire et homogéne à n23 variables qui laisse inva- 
riant un cône non dégénérescent de l’espace à n dimensions. 


6. Le groupe linéaire et homogéne à mn26 variables qui indique 
comment les coefficients de l'équation bilinéatre 


> 5, Uj = 0 (CPS (OH ne ee 


sont trans formes lorsqu'on effectue sur les variables u et sur les variables ¢ 
des substitutions linéaires indépendantes arbitraires. 
Chacun de ces quatre groupes contient la transformation infinitest- 


ST 41] 
LE | 
« \ Up 


mé 
Enfin on peut, sans difficulté, isda du théoréme précé ler 
suivant : 


ments Mahe Issus + ne ee par un Shae ae 

d ordre r ne laissant invariante aucune DORE plane, ou bien l'ordre 
de Gest égal à n + r, ou bien T appartient à l’une des AEs énoncées — 
au théoréme precedent. = 


Si l'est le groupe a à Lie vartables, le groupe G estän(2n+1)pa- 


rametres, dune et appartient à la classe C. Ses HITS de structure 


sont 
p=n 


> (O3, Bip + Gi,90;,0) (oi = ©), 


“=D TD; eM ,d “À Wi; oxy, LE) 


DT 
eee 
> (@piXja+ Dp,jki,p) QRE Xji)e 


p=! ~ 


=) 


SiT est le groupe 8 à =" variables, le groupe Gest àn(2n—1) va- 


riables, simple, et Ps à la classe D. Ses équations de structure sont : 


p=n 

PERS 

Wj j= D Co 8:9 + 6,00 j,0) (os 0, Di Fe); 
= 


p=nr Oo=n 
WSs 
iia ae a eae D Wi, Kiso 
p=1 | p=1 
pan . 


a > Coop Xp ID 9.7 ES à = 0; NE FRE 
p=1 


SET est le groupe y à n variables, le groupe G est à NU? + 2) _ she 
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riables (groupe conforme), sump'e, et appartient à la classe B ou D, 
suivant que n est impair ou pair (ou A si n=). Ses équations de 
structure sont : 


p=n 
6); =o7m+ > Wp Wi,o, 
gee nee 
D, =, Wo Xps 
p=1 = 
Wii ou +Ÿ Wie @Dj,o (@;,;—= 0, Di; —=— ji), 
pen 0 
Xi =o 7+ Yio, iXp- 
p=1 


SiT est le groupe à à mn variables, le groupe G est à (m+n)? —1 va- 
riables, simple, et appartient a la classe A. Ses équations de structure 
sont : 


p—=m p=n 
3 oS = Es 5 
Oj j= 07 7D) + Dp,;0pi + 2 Op pi PR COR Fan ere OV 
p=1 p=1 
p=m c=n 
> m+n 
a, — 29 Die: 5 Xp,5) 
MR nd dd 0/0 
p=1 C=1 
p=m pon p=m C= 7 
€; ; 3; 
(a fe 1,J a 5 — 
3, j= — > PAT >. Oi oem x N DC CAT SENTE 
p=! p=1 p=1 oC=1 
p=n p=m p= C= 7 
= Se, | as Er j NN 
ie > Di,09,1 + > PRE ne pa Dykes (ty J =I, ---, 2), 
p=1 pi p=1 G=1 
p=m p=n 
= = ; é 
Xij= Doki,s + D pts + D Sex CR PE ET, 
p=1 p=I1 


(a, ; Door... Oy m= Dj + Do, +--+ On pn — 0). 


= <> OOO — 


Ann, Fe. Norm., (3), XX VI. — Avrin 1909. 21 


2 
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POLYGONES ET COURBES DE FRÉQUENCE, 


Par M. TRAYNARD. 


Introduction. 


Depuis quelques années, on a publié à l'étranger, surtout en Angle- 
terre et aux Etats-Unis, de nombreux travaux (') sur l'application aux 
sciences naturelles des méthodes de la statistique et de certains résul- 
tats du calcul des probabilités; importance de ce genre d’études 
apparait principalement dans les questions de variation et de muta- 
tion. 

Les recherches analogues sont peu répandues en France jusqu'ici, 
et il faut en voir, semble-t-il, la raison dans l’absence de Traités ou de 
Mémoires où les naturalistes pourraient apprendre à se servir d’un 
instrument mathématique qui leur est peu familier. C’est pourquoi 
J'ai pensé quil y aurait quelque intérêt à mettre à la portée des lec- 
teurs francais les Mémoires importants du professeur Pearson qui ren- 


: ferment les principaux résultats en cette matière. 


Le présent travail s’occupe des polygones et des courbes de fré- 
quence théoriques et de leur adaptation a des données expérimentales. 
La plupart des résultats exposés sont contenus dans un Mémoire pu- 
blié dans le Volume CLXXXVI des Philosophical Transactions (*). J'ai 
complété ou rectifié la discussion sur certains points; je n'ai donné 
aucun exemple numérique; on trouvera dans le Mémoire anglais des 


(1) Voir une bibliographie étendue dans Davenport, Statistical methods. 
(2) K. Pearson, Contributions to the mathematical Theory of evolution; I: Skew 
variation in homogeneous material, p. 343-414, avec to planches. 
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applications à des sujets très variés : Zoologie, Botanique, Médecine, 
Météorologie. 


CHAPITRE PREMIER. 


DÉFINITIONS. POLYGONE DE FRÉQUENCE. COURBE NORMALE. 


C’est un procédé courant aujourd’hui que l’emploi d’une courbe 
pour l'étude d’un phénomène naturel. J'ai par exemple devant moi 
une gerbe de blé et je me propose d’en étudier les épis au point de vue 
du nombre de grains. Je compte les grains de chaque épi et je partage 
ainsi les épis en classes (classes) ("), les épis d’une mème classe ayant 
le même nombre de grains; ce nombre est l'ordre ou la grandeur de 
la classe (magnitude of the class); on le désigne par V; dans chaque 
classe, je compte le nombre d’épis, c’est la fréquence de la classe 

frequency of the class) désignée par f. Tracant alors deux axes rec- 
| ÿ SLR NS 
tangulaires et portant l’ordre en abscisses, la fréquence en ordonnées, 

8 15 i 
j obtiens un ensemble de points qui résume mes observations. 

En joignant ces points par une ligne brisée, on obtient le polygone 
de fréquence (frequency polygon ) tracé suivant la méthode des ordon- 
nées (method of loaded ordinates ) ou des trapèzes (fig. 1). En prenant 


Fier Fig. 2. 


554 


TOS ROMO LN RI2ONS 778° 9) 10 WR 


chaque ordonnée comme côté d’un rectangle dont le côté parallèle est 
sur l’ordonnée suivante, on trace le polygone par la méthode des 
rectangles (/ig. 2). L'exemple dont je me suis servi pour les figures 


e 
(1) Je donnerai ainsi entre parenthèses les équivalents anglais des mots spéciaux. 
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est emprunté à Davenport et se rapporte au nombre de rayons de la 
nageoire anale de certains vérons. 

Jusqu'ici les variables, c’est-à-dire les nombres de grains ou les 
nombres de rayons, ont été des nombres entiers (integral variates) 
et les grandeurs des classes ont été des entiers consécutifs. Si je 
veux étudier la longueur des épis, en la mesurant au millimètre 
près, je range dans une même classe des épis de longueurs diffé- 
rentes, par exemple ceux qui vont de 6°™,3 à 6°%,4, ou bien de 6°,3 
à 6,6; il s’introduit ainsi un élément nouveau : le contenu de la 
classe (the class range); il est égal dans les cas cités à o™,1 et o%™, 3. 
On prend alors pour grandeur de la classe la moyenne de ses limites : 
6™,35 ou 6™, 45; d’ailleurs, une transformation simple permet de 
numéroter les classes 1, 2, etc. Dans le cas actuel, les variables sont 
dites graduées (graduated ). 

Ces quelques définitions précisées, je vais montrer comment on 
peut déduire d’un polygone de fréquence certaines constantes numé- 
riques qui le caractérisent complètement. 

Je rappelle tout d’abord les principes fondamentaux de la théorie 
des erreurs ('). Lorsque plusieurs mesures d’une quantité inconnue 
semblent mériter la même confiance, on adopte comme résultat défi- 
nitif la moyenne des valeurs trouvées. Gauss, en admettant que cette 
moyenne est la valeur la plus probable, a démontré que la probabilité 
d’une erreur comprise entre z et z + dz est 

i 


= Cmte Idee 


> 


i. 


Ce résultat a été fort discuté et les objections qu'on lui oppose ne 
peuvent être réfutées, mais, ce qui est capital pour les considérations 
qui vont suivre, l’expérience le confirme. Je vais l’appliquer aux résul- 
tats obtenus plus haut. 

Je reprends le polygone de fréquence obtenu en mesurant la lon- 
gueur des épis de blés; l’épi type a une longueur 6, moyenne des 
résultats obtenus; chaque épi donne une détermination approchée du 
nombre 6; la probabilité pour qu’elle soit comprise entre 6+ = et 
erro gr ee Pe ee 


(1) Bertranp, Calcul des probabilités, chap. VHT. 
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b+z+ dz est, d’après le résultat de Gauss que je viens de rap- 


eler, 
P k 


= ee dz. 
VT 


Soient r le nombre total des épis, y le nombre de ceux qui appar- 
tiennent à la classe limitée par 6 + set b + 3 + dz; ona, par définition, 
k 


= GALL G3. 
VT 


SAS 


Si les classes sont désignées par les entiers consécutifs, dz est égal 
à l'unité et le polygone de fréquence a ses ordonnées égales à celles 


de la courbe 


Ki 
Y — n — nr à 


Va 
qui correspondent à des valeurs entières de x. 
On écrit généralement l’équation de cette courbe sous la forme 


a (w—b)\2 
seat 2 
e 20 


eT 


C'est la courbe normale (normal curve). On peut l’employer pour 
interpoler les résultats obtenus, ou par approximation la substituer au 
polygone des trapèzes. 

Elle dépend de deux constantes qui caractérisent les matériaux 
étudiés. 

La constante b est la moyenne (average, mean) désignée plus sou- 
vent par A; c’est l’abscisse du centre de gravité de l’aire comprise 
entre la courbe et Ox. Pour un polygone de fréquence, si l’on suppose 
la masse concentrée le long de chaque ordonnée, on a 


On distingue aussi, dans le cas général, le mode (mode) désigné 
par M: c'est la classe qui a la plus grande fréquence; la grandeur 
moyenne ou médiane (median); c’est la valeur de l’abscisse telle 
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que l’ordonnée correspondante partage en deux parties égales l’aire 
comprise entre Ow et le polygone des rectangles ou entre Ow et la 
courbe. | at 

La constante o porte le nom d’indice de variabilité ou de deviation 
type (index of variability, standard deviation). Pour la calculer, je 
prends la courbe normale sous la forme simplifiée 


n — 


= =" 
Von : 


et je considère l’intégrale 


‘4 FR az [7 (- 22) (— atx) de 
no? 


Si Y'(— ox) dx = (— otay e+ f ‘MeO a ce Fe 
0 0 
On aura une valeur approchée du double de cette intégrale pour un 
polygone donné en calculant 


2(x—b)? f, 


gay /2e— ht CANS 


Sila grandeur de la classe comprend A unités, on a 
2(2— 6)? 
C= À veus 
a" 


La courbe normale est symétrique par rapport à son ordonnée 
moyenne, s’abaisse de part et d'autre, présente deux points d’inflexion 
à la distance © de cette ordonnée et devient asymptote à Ox. L’aire 
comprise entre la courbe et l'axe Ox est égale an. 

En général, l’étude de matériaux quelconques ne conduit pas néces- 
sairement à une courbe normale, comme je l’expliquerai plus loin; on 
peut se rendre compte de la confiance à accorder aux calculs en se 


d’où la formule 


(1) Foir au Chapitre IT d’autres formules. 
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servant des formules 
Z(z—b)} f=3ne'," Er 


Les valeurs de s ainsi obtenues doivent être concordantes. 
Pour rendre comparables les valeurs de 5 obtenues dans différents 
cas, on introduit le coefficient de variabilité 


Ci 
C= = 100. 


A 


CHAPITRE II. 


COURBES GENERALES DE FREQUENCE. 


La courbe normale doit étre considérée seulement comme une pre- 
mière approximation. Sans parler des objections qui ont été faites à la 
méthode méme de Gauss, il peut d’abord paraitre que c’est une inter- 
polation un peu osée de représenter des observations en nombre fini 
donnant des résultats finis par une courbe qui s’étend à l’infini. Mais, 
surtout, il y a des résultats statistiques qui ne peuvent certainement 
pas être représentés par la courbe normale; par exemple, les Tables de 
mortalité conduisent à des polygones nettement dissymétriques. 

Ces considérations ont conduit le professeur Pearson à construire 
d’autres courbes de fréquence qui lui ont paru suffire à tous les 
usages. | 

Le premier type de courbe dérive du polygone binominal (point bi- 
nominal). On l’obtient en prenant 


= 


n(n—1)...(n—r+0) 
(r—1)! 


a 
Lp=WPe,; r= z po qe (p ae q = 1). 


On voit que y, est le rie terme du développement du binome “(Pp +4)", 


d’où le nom du polygone. 
Par exemple, en prenant 


STE LS Us PR AT as) Te APP PTE 


on obtient les points (j'ai fait « = 3'? pour avoir des ordonnées en- 
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tières) 
1; + — ON, 00e a TOT 370, Cain y= 2011 
as TT ea), os) 00 190, arto, Mea. 245 
aD, = 67 584, D ae 8, Y — 29 0449 DIM, Y= 1. 
ies. Li Me ORO: =e == GOO, 
DD, NY — 160 720, HO, Y=" 1/700; 


Ils donnent un polygone nettement dissymétrique. On les obtient dans 
le problème suivant (‘) : 


Étant donnée une urne contenant des boules parmi lesquelles les = sont 
blanches et les autres noires, la probabilité est ? pour que Je tire une 
blanche, 5 pour que je tire une noire. Je fais alors une série de 12 tirages 
en remetlant à chaque fois la boule tirée; la probabilité pour que, dans 


wlio 


oe 5 Vas 
cette série, ul y ait r — 1 boules noires, est oe 


Je vais présenter ces mémes faits d’une facon un peu différente : 


Étant donnée cette urne qu contient des boules blanches et des boules 
noires dans une proportion inconnue, je veux déterminer le rapport des 
nombres de boules de chaque espèce, c’est-à-dire le rapport ; Je fais pour 
cela des séries de n tirages successifs en remettant à chaque fois la boule 
tirée et je compte dans chaque série le nombre de boules notres que je de- 

rHI 
du rap- 


. ’ . . . UT 
signe parr — 1. Jobtiens ainsi une valeur approchée PRE D 


port = Après avoir tiré un grand nombre de séries, je consiruis un poly- 
gone de fréquence pour représenter les résultats en portant en abscisses 
les nombres de boules noires et en ordonnées le nombre de séries corres- 
pondant. Ce polygone expérimental, d'aprés le théorème de Bernoulli, se 
rapproche du polygone théorique 


n(n—1)...(n—r+) 
(r— 1)! 


joe Si GE, 


a 
Theses or Vn = 


où Cc désigne une longueur prise pour unité et « l’aire comprise entre le 
polygone et Ox, ou bien le nombre de series tirées. 


(1) BerrranD, doc. cit., chap. IV. 
Ann, Ee. Norm., (3), XXVI. — AVRIL 1909. 22 


170 TRAYNARD. 


Ces expériences conduisent donc a un polygone dissymétrique. Si 
le nombre de boules blanches était égal au nombre de boules noires, 
on aurait p — g et le polygone serait symétrique. Dans ce cas, on dé- 
montre, en supposant nz grand, que, au voisinage du maximum, le po- 
lygone se rapproche d’une courbe normale. Pearson remarque que 
cette analogie est beaucoup plus profonde; le calcul qui suit va le 
démontrer. 

Je reprends le polygone 


_ 4% n(n—1)...(n—r+2) 


Dr TC = n—r+i1 gr-1 
NU beeen Ca PES pi: 


et je considère la pente de la droite qui va du point x,, y, au point 


DV eu: c'est 27; en divisant par l’ordonnée moyenne, j’ob- 
tiens | 
oN toed Se 2 (n+1)qg—r 
1 ~ @€ (r+ gr" 
“(yp + pre (a +1)g+(p—ght 
En posant 
A=, D =e(r+2), 
. . . aE 
il vient 
ee A 
LD ee) eee 
Vrsi— Yr _ 2A(n+1)—(i+A)r_ 2 Cc 2 


L(yra+ pre cA(n+1)+(1—A)r sc z : 
\(r+1)—(1—d) da 


\ 


Je change d’origine en posant 


A LA I 
Loan eft a(n |, 
Lo de P= 2 
2 2 
ee J : 
, ut we 1 
pte Meee ar 12 C Das 
I eet ee 2 À 
(rit Jr le x ay Et 
2 RENE a À = 
Hb, of 
Lac 
a SRS Jen À ; 
EY A Fg aes (D) 
CS 2 r+ (i We ( Ha) 
SEULS 
r+s 


ce, M 
(PE) En RTE TE) 


à 


BE oe 


— 


We 


, le polygone des 
pour laquelle on a 


< abscisse 
a + abscisse 


_ 2 pg(n+iye, 
pe—iq 


a 


pat .pente,,.._, »,abscisse 
ordonnée — Lo 


Ca 


| “i Î 


pour la courbe 


penie> mabscisse 


: : ordonnée CE 


_ C’est la même relation. 
Un exemple numérique montrera davantage combien le polygone ; 
-_ binominal et la courbe normale sont voisins. 


: aoe | 
Fe Soient le polygone binominal obtenu en posant — 
: 2 
A Ci LA PETER, UE, ia 
EME : 13 
et la courbe normale de même aire avec o? = Ta 
Les valeurs correspondantes des ordonnées sont : 
Abscisse. Polygone. Courbe. 
i À ÉCRRNRS ve 924 906,4 
| fleet there ee Ci ce 792 : CO 
fe Dae te So DORE door 495 489,8 
ie Dove e hé cote dole aes do SSur 220 226 ,9 
4 Fodecsaommonesacocvosdactene 66 Gas 
a DA OTE EO RTE 10 AD COTO 12 19,3 
; 3 RP RE lag ee 0 * 3,5 
Teese rece + sess len sie ess. OT » 
x a + ‘ sh 
mere 
oi > 
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. . is x LES 2 
Je reviens au polygone dissymétrique qui conduit à l'équation 


ral 


RCE 
y dx 
En intégrant, on a 


Ly=— y + yal(: + =) + Lyo; 
TBE 
— yx, 
y=n(i+?) € 


Je vais étudier cette courbe en supposant que les us QE peuvent 
prendre des valeurs quelconques. 

La constante a peut être supposée positive; si elle ne l’est pas, on la 
change de signe en même temps que x et y, la courbe reste la même; 
de mème y, peut être supposée positive. i y a donc deux types : 


1° y > 0. On doit avoir 
LA 
a= = = 0, Te. 


Il y a un maximum pour x= 0; Ox est asymptote. La tangente au 
point (a == — a, y =o) dépend des valeurs des constantes. 

2° y <o. Il existe un minimum pour æ = 0; « = — a est asym- 
ptote et il y a une branche parabolique. Pour l’objet des recherches 
actuelles, ce type ne peut être considéré, l'aire comprise entre la 
courbe et Ox étant infinie. 


On obtient ainsi une courbe limitée d’un seul côté; pour obtenir 
d'autres courbes parmi lesquelles certaines seront limitées des deux 
côtés, il suffit de changer un peu les données de l'expérience décrite 
plus haut; l'urne contient N boules blanches et noires, je tire une 
série de 2 boules sans les remettre, la probabilité pour que parmi elles 
il y ait r — 1 boules noires est 


(Np=r+e)(Np=r +3) Np(Ng 7 +r)(Nqg—n+Er+tr)..Ng.r.2..n 
(N= ee) (N = 1 42 co Ne Re ee À ; 


Comme précédemment, je fais de nombreuses séries de n tirages et 
je représente les résultats obtenus par un polygone de uen il se 


> 


a Pes NE ET | z= 
e (Nq¢g—s+1)(n—s+1)+(Np+s5—r)s 


ae (n +1) (Ng +1)—s(N+2) : 
—¢ (n+1)(Nq+1)—s[2(n +1) OU ons 


2 Se ee pa ty (n +1)(Ng +1) 
2 =0(s+ 5), re ae ez + (mening +), 


' CARS 
= hiner — tone 
T 1 


RE Gr | fet =)" 
nena ro ( TE ee) 


C 


d où, en posant 
(0 VENT Re RDANaci), 


Fi (N+2} 

2.— cN(N— 27) (p—q) 
| a a(Na jee” | 
4 | eee: 
4 Pe Noa 
eS ‘a —2' 4 
4 | Venere D Nalatiacont 
Er. 1 —— 7 T2 

= (Je + Ji) pee pe 


Ceci nous conduit donc à considérer la courbe dont la loi de pente 
est donnée par la formule 


à 


dy _ a 
dx  Bi+ Pix + Paz 


SS 


ET 


zg 3 # 
F A 

= 2 

64 sal 

a 

A 
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Cette loi contient les deux précédentes comme | cas pa 
Pour l'intégration de cette équation, trois cas sont à dis ing 


Dee cas : 


63< 4616s. ( 
Ly=C— — L (Box? + Biz + Bi) + Ps Re . 
RE, 26: 3 2 A Bs Vib: Bb: V4B,Bs— a 


En remplaçant # + P: par æ et posant 


Bs 
=; Vi NP DNRET NS 


Pat Pe be es oe NN oe ERP 
Bs VGB:B:—62 V4(Np+1)(Nq+1)—(N—2n) 


on obtient la courbe 


3 Es 
vare tang — 
a 


La courbe ainsi obtenue est dissymétrique, illimitée dans les deux 
sens. La constante y, peut être prise positive; sia est négatif, on le 
change de signe en même temps que +; il en est de même si y est né- 
gatif. Enfin, on doit supposer m positif pour que l’aire soit finie. Dans 
ces conditions, il ÿ a un maximum pour a = 0 et Ox est asymptote. 


. iD . + , Ses ah 
Si N= = ou bien sip — g, la courbe se réduit à 
Jo : 
wz\m 
(+3) 
a? 


elle est symétrique et analogue à la courbe normale. 


Y= 


Deuxième cas : 


62> 4818s. 
dy — x dx — dx a ee 
“4 Ps(æ—@)(T—@) nee En ) 


pps co) MO 
D its D ie 


on At de 
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ou, en posant 


= = Bs(ai— a), 
dy __—vdx v dx 
JS aig tros) RE 
ay ay 
ne Gee > ee ‘ 
La primitive de zou “tant aussi bien L(x — a) que L(a— 2), ilya 


quatre équations possibles : 


" an(s) (EJ 
on ren (Es) 


On peut toujours supposer o <a, <a, ou bien a, <o<a,, car, sia, 
et a, sont négatifs, on les change de signe et en même temps 2 et v. 
On obtient ainsi les types de courbes suivants : 


Beno < ls, Vi > 0: Equation IV : x reste compris entre a, et a, ; 
ilya un maximum pour æ = o. Les points c=a,, y=0;x# =a,, y=0 
sont deux points d’arrét. 

2° a, <o<a,,v<o. Equation II : x est supérieur à a,; x =a, 
et y = osont deux asymptotes. 

3° a,<o<a,,v<o. Equation II : x est inférieur à a,; x =a, 
et y =o sont deux asymptotes. 

HU LOCAL EVE O: Équation IV : x est compris entre a, et a; 
il y aun minimum pouræ =o; x —a, et =a, sont deux asym- 
ptotes. 

5° o<a,<a,,v> 0. Equation II : x est compris entre a, et a,; 
x =a, est une asymptote; « =a,, y=o est un point d’arrét. 

6° o<a,<a,,v <0. Equation I : x est supérieur à a,; =a, 
et y =o sont deux asymptotes. 

Wed Kal, < G7,.)'<. 0. Equation [Il : est compris entre a, et a,; 
æ = a, est une asymptote; x =a,, y =o est un point d’arrét. 


TRAYNARDS © SOMME 
: - 
8° o <a, <a,,v <0. Equation IV: est inférieur à 
maximum pour x= 0; y =o est une Lie v= 4, Ÿ 
point d’arrèt. . | 
Les autres types de courbes possibles, au nombre de quatre, ne 
doivent pas être considérés ici, leurs aires étant infinies. 


Cas particulier. — a, = +=. Le dernier facteur devient une expo- 
nentielle, et les courbes 1° et 4° deviennent les courbes obtenues à 
partir du polygone binominal. 

a, + a, =o. Les courbes 1° et 4° deviennent symétriques. 


Troisième cas : 


(1) 


(II) 


; On peut supposer a et y, positifs ; v ne peut être négatif et l’on a 
ainsi deux courbes : 


I. x est plus grand que a; x = a et y =o sont deux asymptotes. 
II. æ est plus petit que a; il ya un maximum pour x —0o;y—oest | 
une asymptote; æ = a, y = o est un point d'arrêt. 


CHAPITRE III. 


a ’ 
REPRESENTATION D UN POLYGONE EXPERIMENTAL PAR UNE COURBE. 


Le problème consiste, étant donné un polygone fourni par l’obser- 
vation, à trouver une courbe qui s’en rapproche autant que possible. 
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Pearson a choisi pour cela la méthode suivante : on calcule pour la 
courbe les intégrales [yer de; ce sont les nine moments de la courbe 


par rapport à Oy; on en détermine des valeurs approchées à l’aide des 


Fig. 3. 


Ip Spon 


o lp © Mp, æ 


données expérimentales et, en les égalant aux valeurs théoriques, on 


obtient des équations qui permettent de calculer les constantes de la 
courbe. 


Je m'occupe d’abord de la détermination des valeurs approchées des 
intégrales. 


Soient y,, Vo, +++, Yn les fréquences. Je construis les points 


de 0) OR Leg Ep l= ss T3 — 20, Dre, 


ong 


et je cherche la valeur de [ye de pour le trapèze de côtés y =o, 


L=Ly, © =X,,,, ces deux derniers ayant pour longueur y, et y,+.: 


Xp+1 Lys yy 
CRTs ee Pret (een) 2H | am dx 
E Z Lp— Lyx 
A P 


P 


, mn+2 n—2 , 7 Papi deu n+1 
ee pm) pe pee = LpVp#1 Lpr1Ÿp Lp41 Lp 
Lp— Lp+1 r+ 2 Dh Lp+ n+! 
n a 
WG n n(n——1 
P+1 LS EP sl 23 
— et || rp OO SI a are Cr CET 
Yp | 2 | Sage ae 4! p+ 


M’, désignant la valeur approchée du n*™* moment du polygone 


| Le pr crt! n(n a 1) =e 1711 
MS 27-| 51 mr CHE ele 
tig 7 | 
en posant 
, @ Ss 
N => VTT 


r 
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Fr. 
re … 
EL 2 


. A a |. 2? 
eee Ne o(N, ae 8 No iD 


' Ho Tit 
a 5 à 
M,=o'(N,+N,+ Ne) M,= (Ni 3 Nye aN). 


71 . NT I eA 
Mie (x. x noi N,+ 58 Ni 


Si l’on pose’ 


les u, et les v, sont liés par des relations analogues. 

IL est important pour ce qui va suivre de rapporter les polygones à 
un nouvel axe Oy mené par le centre de gravité de leur aire et de cal- 
culer les moments par rapport a cet axe. 

Soient d = gcl abscisse du nouvel axe et M, les nouveaux moments ; : 
ona. 


M, = =f y(e—d)t de =M,—ndM, ,+ m=) ony : 
En particulier M, est nul, d'où 


M! — @dM,=09, 


On en déduit | | | Das 
! 2 I \ 
Pa br — = cP (ve Es 3) ? 
Ps= By — 3p py + ap =c8(v, — 3viv, +av?), 
Ps By — 4p es + 6p? py — spit 
cs ( GV GUN EN Ne oS 
: J J 


Ps Bs — pipi tion Hs SOHC oars 


| ! 


D 
2 (5% Lo Va = 108 v, Have 3% = DV, Vi + . wt), 


Eee 1 t t 19 9 4 
Bea 6° (. — 6v,¥, + (Sv? v — 2ovibu, + 15 yh, - 


: | 
= BUS EE tov oh td + Bt de ve — V8 + ah 
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Je vais maintenant calculer les valeurs des moments pour les types 
de courbes trouvés plus haut. 


Type 1° du deuxième cas : 


NV L\VYG 
SS || WS I— — 5) a<0< a, Yeo O- Oi VO. 


a@=——a a, +a,=b =a, Ms=Va,,” 2—= ———, 
1? 1 2 ’ 1 1° 2 29 
I Yo ( a! ae Gi Ce : 
ae a ar a 
1 2 
il vient 
M kere eT — ea, 


Soient à l’aire comprise entre la courbe et l’axe Ow, au), le ième mo- 
ment par rapport à æ = — a : 


b 1 
apn f ve += a,)" da = b**! kf gmtn(y — g)"™dz 
v9 0 


= bk B(m,+n +1, m+1) (1) 
Lim) 
T(m,+m,+n+2) 

D'où 

Fm +1) F(m+1) 
(ru + m,+ 2) 

ine b(m,+1) ae b?(m,+1)(m,+ 2) 

i, ne ee 


o—Ok 


5) 


Ci, hy 4a) (MY yO) 


Pour simplifier, je prends 


! I = 
m,=m+1, M, = Mi+ l, M +m=r. 


Alors on a 
b?m' m, 
20m, m!,(m, — m') 
r(r+1)(r+ 2) 
3b*m,m,[m,m,(r—6)+or*] 
“Es ré(r+3)(r+2)(r+3) ; 


= 


(1) Voir Goursat, Analyse, t.1, p. 314. 


1 2. : 7 7 … 
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Pi u 
La méthode de comparaison permet alors de trouver ae Gas 
Je pose | qf ail 


1 


dE 
ve 


LL? Py | By ee 
C= He > = — p=mimMm;, 
2 


et j'obtiens les équations 


Poe PMU 9 —3tr+1)lotr—6)+art] 
p(r + 2)? e o(r+2)(r7+3) 


? 


qui s’écrivent 


GE a) er se (rea) CE RER 
3(7 +1) , P 


et donnent 
4&r(r +1) : 
FE œ(r+2)} +16(7 +1) 
D'autre part, 
pra tart), 
p 


On peut ainsi, en fonction des données expérimentales qui four- 
nissent a, et «,, calculer r puis p, ce qui donne m’, et m, ; on a ensuite 


b qui conduit à y = ou. Les constantes de la courbe sont ainsi con- 
nues. 7 : 

Si l’on connait une des limites, il est clair que le calcul se simplifie ; 
la simplification est encore plus grande si l’on connaît les deux limites. 
Je ne m'arrêterai pas à ces calculs (') et je vais LR les résultats 
obtenus. 

Dans le cas actuel, on a m, > 0,m, >0; donc r > 2; d'autre part, a 
étant certainement positif, on a 7? — 45 > 0; par conséquent, m’, et m’, 
existent; chacun d’eux doit être supérieur à 1, ce qui donne 


(PSS Die LE ED 70 


L'étude des trois autres PAUL limitées va permettre d'interpréter 
ces conditions. , 


(1) Voir Pearson, loc. cit., p. 370. 
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Type 4° du deuxième cas : 


x — Vit, x Vag 
y=yo( 2-1) (1-2) > a<0< A, YO, APE Gs. 


ay Ay 
Je pose 
Seat ! fi — = ! = fost — 
a=—a\, a,+a,—b, v= — Vv, M—=— Y'a), M; = — v' ag, 
Ke ae 
æ — ? 
b 
pat Yo(a! La; ger 
Ts 1m 3 
Hand: 
il vient 


Y — k zu ( —— B)™s, 


Un calcul tout à fait analogue à celui qui a déjà été fait conduit aux 
mêmes équations pour calculer m’, et m,. 
Ces deux quantités étant comprises entre o et 1, on a les condi- 
tions | 
r— hp >o, Sai ae 0, I—r+p>o0. 


D’ailleurs 7? — 49 >0 est contenu dans r > o et d’après sa forme 9 est 


: . ñ a DP : . 
certainement positif; y est donné par v= ——> valeur qui est bien 


négative. 


Type 5° du deuxième cas : 


x NV: 2 Vag 
y=yo( 2-1) (:— =.) ? 0 << A, y> 0. 


ay CA 
Je pose 
LES ay 
a,— a,— D, m,=— VA, ipa Lo a) 
k Yo (A,— ay Vue 
Re ne mr | 
ar ar: 
Vi hee (1 — 5) 
Jei on a 


De 1 TINS 


7 5 
TRAYNARD. 


ce, Le fe p< 0s 


Les autres conditions sont satisfaites. 
y est donné par la formule générale; on a donc r > 2. 


a2 


DANCE 
) ) 9 OLA AC, y= 0. 


Le méme changement de variables conduit aux conditions 
T0, I=f+e=0, frase 


Avant de résumer ces conditions où l’on a vu l’importance des valeurs 
de r, je vais faire une étude de la variation de cette quantité. 
Ona 


__ 6(@œ— a —1) 
Dai 242 + 0 


Je représente les résultats dans un plan où sont tracés deux axes de 
coordonnées rectangulaires ; «, et «, sont les coordonnées. On ar = a 
pour tous les points situés sur la droite | 


~ 


6(a%— %,—1) —a(3a,—20%,+6)=0. 


On sait que cette droite tourne dans le même sens lorsque a varie 
d’une façon continue. Je choisis quelques valeurs particulières de a : 


a=— 3, 3a,+12=—0, 

a8, 20,-+- O==0, 
J 

a=, Apa Opa OF 


; 6a,—5a,+ g=0, 
5 3Q,—— 2% + 60: 


pee ’ . . 
D'ailleurs «, et «, sont nécessairement positifs. 
: Le simple examen de la figure 4 montre que r > o entraine 


Op A 1 >10" 3a@,—20%,+6>0. 
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et l’on reconnait les quatre types de la façon suivante : 


Types 1° : 6x — 5 + 9 <o, p>r—1; 
» 2°:60,—5a+9>0, p>r—t; 
» 9°: 60,—5a,+9<0, p<r—i; 
DO Us 9 > 0, o<r—t. 


Cet ensemble d’inégalités caractérise les courbes limitées. 


Fig. 4. 


Je passe maintenant aux courbes limitées d’un seul côté; les types 
suivants ont été rencontrés. 


Deuxième cas : 


L\Y&f/ x va, 
De yar) Foe : Ay OS A), EG, GE > Clon 
1 2 
x —Ya, x va, 
3° y=y(>—-") 1?) ; TL Où ap, VSO TX < Ai, 
1 2 
x —Va, A ya, 
6° y=y(Z—1) ey : O) Ze (WS (ho VER Os Lae 
1 2 
\æ —Va, x Va, 
§° yare(1—'Z) Gr ) OL a A Yi Os LE gs 
ei 2 


TRAYNARD. 


Troisième cas : : 0 Ê is 
_ - 7 = 
VA 


I. y=n(E—: oe. . a0: 


a 


Courbe du binome : 


TL) Ya ‘ à , . 
y=y(1+ 2) e Ye, D 0 ey i > — Oe 


~ 


= * 


La méthode employée est tout à fait analogue à celle qui vient d’être © 
exposée. 


Type 2° du deuxième cas. — Je pose 


= Es I 1 Pa) 
a,=—a',, V—— V/, a, +a,=b, m=— Y'a), 
= di 
I+ m,—=m}, 


it, sm, 


bm+m, 
Ra Fe amas à 


kos , 


F | re (1— 3)? » 


‘ zgmtn 


An 4h y(æ— a)" dx = kbr eS ee 


A (1 — LASER 


F : | = kb B(mi+n +1, —m,— m,—n—1) 


M Un ee 
[(— m,) ; 
Par suite, | | 
br, PLACE 
Ale ; AIT ETC 


Bm,(m,+1)(m,+0) ve bm’, (m', +1) (m!, +2) (ml, + 3) 
= . 5 ? — - = 2 ;: 
ee a) (Pi) (7+ 2)(F +3) 


P= 
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6? mm’, 2 b3 m!, m’, (m', — m!) 
Poe py 
(r+ 1) r(r+ti)(r+2) 
nes 3 bi mi, m’, [ mm), (r — 6) + ar?) 
i re(r-+1)(r+2)(r+3) 


2 


Le calcul se continue alors comme plus haut et conduit aux mêmes 
formules que je rappelle : 


— — +2 
D RE TY) Pt Unie, 
3% — 20 +6 (Tr +2) +i16(7 +1) 
(TH > 
Ne tent “ Je ets 5 . 


Pour l’existence des quantités u!, on doit avoir 


DOA Sel SO, Sip Yi aa SS Oy Sin SO), 


c’est-à-dire 
m,<1, Te =O, r<—3. 


La premiére condition est obtenue indépendamment de 7; la se- 
conde pour n= 0; elles sont essentielles pour la considération de 
cette courbe; au contraire, la troisième est obtenue pour n= 4; elle 
est imposée par la méthode employée ('). Je reviendrai d’ailleurs plus 
loin sur ce point. 

La première condition est évidente d’après la valeur de »+° et l’on a 
de même m, <1, et, d’après la condition imposée à r, il est certain 
quem, est négatif; donc p est négatif. Dans ces conditions, b? est po- 
sitif et y négatif, comme cela doit être. 

On a donc, en se reportant à la variation de r, les conditions carac- 
téristiques du cas actuel : 

34, — 24, + 6 < o exprime que r est inférieur à — 3; 

a, (r+ 2) +106(r+1) >o exprime que p est négatif et que, par 
suite, m', et #7, existent; enfin p > 7 — 1 exprime que »2, et m, sont 


inférieurs à 1. 


(1) Il était d’ailleurs bien certain que r devait être négatif, puisque le cas où r est 
positif a été complètement étudié plus haut; on peut ainsi justifier, indépendamment de la 


méthode employée, la condition énoncée quelques lignes plus bas : 9 < o. 
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180 
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Type 3° du deuxième cas. — Je pose 


LV, CRETE 


et j'obtiens 


: —v'al, TN V4 
= Sa; Ir ) 
af 40 a’, a’ 


1 


équation qui ne différe pas de la précédente. 


Type 6° du deuxième cas. — Je pose 


v——v, Un — B=, MVC Ma = — V' ae, 
XL — Ay bryan, 
So Pers ram ans? 
et j'obtiens 
kz 


Le calcul va se continuer comme ci-dessus; on devra, pour l’exis- 
tence des quantités ,, satisfaire aux mêmes conditions. Parmi elles, 


on trouve n° <1, ce qui est évidemment impossible. Cette courbe ne 
peut donc être considérée. 


Type 8° du deuxième cas. — Je remplace x par — x et je pose 
Hi Gin din. VV, b=, a.) Tu NOR ae 

x + ae hmm, 

MP ¢ k= oom 
a+ a, Sigs Gas 

et j'obtiens 
AAP 
à + (1 =) ATLAS 


were, : SE 
Onaicim, > 1 et, comme r est toujours négatif, m, < 0. Donc o est 
négatif. Les conditions suivantes caractérisent ce cas: 


3% — 2% + 6 < 0, 
t(r+2) +16(r +1) >o, 
p<r—I1. 


si us é ds 


AU k(maye [| is 
#20 


gm--n e 


Cette intégrale existe sim — » est supérieur à 1, donc-si m est su- 
périeur à 5. 
En intégrant par parties, on a 


Z NE É(ma)rti az Lig ee 
Pie nn à ene ~(m—n—?v)’ 
d’où — 
Mer Ste. ls me? a? 
hat FT (m= 2) (m—3)’ 
mi a : . mia 
a ea ne im ins) 
| ae m° a? a une NN 
=m —2)Q(m—3) À (m—2)*(m—3)(m—4)’ 


Le aed 3(m + 4) mia' 
Ps Um — 2)*(m — 3)(m— 4) (m—5)" 


: _ 16(m— 3) 3(m—3) (m+ 4) 
nis F7 On Dm) 
} ae Fr 
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Une metas analogue a celle qui a conduit au vais | 


re Do Oy— 1) 
x BiG oe Be 


Par suite, la quantité désignée plus haut par a (r+ 2)? + 16(r+ 1) 
est nulle etl on à ainsi les caractéristiques de la courbe 


Be eee a, (Te 2)? +16(r+1)=9. 
Courbe du binome. — Je pose 


ya wi, 


et j'obtiens 


CE Skee iy Ome eave Run 
eee Nor 1 A) ND Sea 7 


. 2INHEA +2 et 
~ 


a =—(m+1), 


i 


pa (m +1) (m + 2), 


"i 


pl alps antveinie ea 


ae tox 


P= Som +1) Cm + 2) (me + 8) (me +8), 


a = See ; ig 
Par (OUR) Pisa (PERS He + Um +1). 


La valeur de ,, toujours positive, montre qu’on am+i>o,condi- 

tion nécessaire pour que les intégrales existent. On constatera que, 

dans le cas actuel, 3a, — 20, + 6 est nul; ceci caractérise la courbe 

étudiée. é . | 
J'arrive maintenant aux Lane illimitées dans les 1. sens. ee 

types ont été rencontrés : 
Premier cas de l'équation complète ; 


| vare tang © 
Yo a Cs 


ae 2 ; 
1+ — 
a? 
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+2 


courbe normale 
se e 25? 


Courbe du premier cas. — Pour calculer 
+ © 
ae gt aie 


r=2(1—my), 


je pose 
æ=atlangp, 


et j'obtiens 
Fous 
2 
cos" 6 sin” 6 e"9 dd. 


ao ea 


w|a 


D'autre part, 


On a donc la formule de récurrence 
aad 
[Cr —1) apy. Vlr il 


1 — 
ESR — Ife 


Oe 
(wW— 3r—2), 


; == 01) 
T(t i tery) 


Elle donne 
ay f a 2 
rc allée 

.  æ&[3r(r+2)—v(6r+8)+%] 
= rir+i)tr+2)(r+3) 
æ(r?+v?) ha*v(r?+ v?) 
io LS ONE CO En) 
3at(r?+v?) [(r —6) (77+ v?) + 877] 
M rt(r+i)(r+2)ir +) 
= (ri) +w)(r—6)+8r"], 
FE (rae 2) ¢7r + 3y(7?-+ v*) 


—16%(r +1) 


Dot r Are" 


T90 TRAYNARD. 


Ces dernières expressions ne sont pas différentes de celles qui ont 
été trouvées plus haut, si l’on remplace r? + v? par 4p. On a donc 


Gay — &i —1 | rer +1 tan Pers 
Oley a DR EU ee D | 
3% — 2 &2 + 6 ar +3) i6 (re) LEE 


L'existence des quantitésu, exige 1 — n—r >0, r<— 3; l'expres- 
sion de r? + v? doit alors être positive; par conséquent, son dénomi- 
nateur est négatif et a? est positif. On a donc comme inégalités carac- 
téristiques 


3%—2%43+6<o, a,(r+2)?+16(r+1) <o. 


Pour calculer y,, on utilise la relation 
a Al cos” Ge" db. 
wT 


Cette intégrale a été étudiée par Forsyth (Quart. Journ., janv. 1895). 
J'arrive enfin à la courbe normale pour laquelle 


7 + © a? 


+ © 
ape f yar dx =» | ae ie 
— © 


= 0 


a= yo ant, By = 0, Ua — 6?, H3—0, ETS 


CONCLUSION. 


Pour étudier une courbe expérimentale, on formera les quantités 


Xo— Li— 1, 3a,—20,+ 6, 


et, connaissant leurs signes, on trouvera la courbe théorique corres- 
pondante par le Tableau suivant (‘) : 


(7) J'ai mis dans toutes les équations de courbes les signes en évidence. 


hae (2 + 1) LE AWOUIG np eqanoy ‘0—9+t0c—!lpe ‘Ill 
D 
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D 9190 un P 9911 
Pe — HI sc ak Boose o=(1+ 4)91+,(¢ + «)!x 
FES Da NT ( ‘wnuwixeu un jue{e oqano”) | 
DA — 
D A : 
‘oy ts TN On A 
u— \ ge 


uoryenba anod e ya onbiayguids 359 oqanoo 9797 
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L'intermédiaire entre les deux courbes à maximum symétriques 
pour «, =o est la courbe normale. 

Ce Tableau présente encore des lacunes. Tout d’abord le cas où lon 
au, —a,—1<o n'est pas étudié. La méthode employée élimine, en 
effet, pour les courbes du n° Il, les valeurs de r comprises entre o 
et — 2. Les formules générales peuvent peut-être s'étendre à ce cas. 
En pratique, il semble bien que ce cas ne puisse se présenter, les 
moments d'ordre supérieur à 1 ne pouvant être infinis. 

D’autres lacunes sont apparentes. On n’a pas mentionné le cas 
o =r—1; pour les courbes réunies sous le n°1 et les deux premières 
du n° Il, si o se rapproche de r — 1, a, se rapproche de zéro et les 
courbes obtenues pour a, = 0 ne peuvent pas être considérées. On n’a 
pas mentionné également le cas où Ga, — 5a, +9 = 0; si le premier 


membre tend vers zéro, r se rapproche de 2, o se rapproche de 
, PP e 25? PP LE 


valeur plus petite que r — 1; en même temps, a, se rapproche de a, et 
les deux dernières courbes du n° I disparaissent. 

Les différents cas qui peuvent être rencontrés sont ainsi bien carac- 
térisés. Les courbes obtenues paraissent satisfaire à tous les usages. 
Je signale particulièrement une représentation très approchée des 
Tables de mortalité par la combinaison detrois courbes. On la trouvera 
dans le Mémoire cité, avec des comparaisons entre la mortalité fran- 
caise et la mortalité anglaise déduites de cette représentation. 
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UNE CLASSE DE SURFACES ALGÉBRIQUES 
LIÉES AUX FONCTIONS ABÉLIENNES DE GENRE TROIS; 


Par M. L. REMY. 


Ce Mémoire a pour objet l'étude générale des surfaces algébriques 
dont les points correspondent aux couples de points d’une courbe de 
genre érois, et il a pour point de départ la représentation paramétrique 
des surfaces de la classe considérée par les fonctions abéliennes de 
trois variables. 

De même que pour les surfaces hyperelliptiques, il convient d’éta- 
blir une distinction fondamentale suivant que à un point de la surface 
répondent un ou plusieurs couples de points de la courbe. La première 
Partie de ce Mémoire traite des surfaces algébriques qui admettent 
une correspondance univoque avec une courbe de genre trois, et la 
seconde Partie est consacrée aux surfaces algébriques dont la corres- 
pondance avec cette courbe est du type (1, 2). 


i) 
or 


Ann. Ec. Norm., (3), XXVI. — Mat 1900. 


194 L. REMY. 


PREMIÈRE PARTIE. 


SUR LES SURFACES ALGEBRIQUES LIKES A UNE COURBE DE GENRE TROIS 
PAR UNE CORRESPONDANCE UNIVOQUE. 


Représentation paramétrique des surfaces S. 


1. On doit à M. Humbert (*) une représentation paramétrique des 
surfaces considérées au moyen des fonctions abéliennes de trois varia- 
bles 4, ¢, w, à six systèmes de périodes simultanées, représentation 
dont nous ferons un fréquent usage dans l'étude de ces surfaces. 

Désignons par g,(æ,y)dæx, p,(x, y)dx, g,(a, y) dx trois différen- 
tielles abéliennes distinctes de première espèce attachées à la courbe 
de genre trois C, d’équation f(a, y) = 0, et posons 


L1(Ti15 Ya) My + 81 (Loy Va) dra + 81 (Ls, 3) dts = du, 
La( Lis V1) AH, + La( Las Va) ÂGa + 82( Las Va) dt: = dv, 
La (Ti Yi) Ax, + 83( Las Va) dx; + L3(L3s Va) dx; = dw. 


Toute fonction rationnelle symétrique par rapport à (ai, y,), (x, y2), 
(æ,,y:) est une fonction abélienne de u, v, æ ; il en est de mème si 
l’on suppose que le point (æ,, y,) est fixe, mais alors u, 9, æ sont liés 
par la relation 

J(u+i,P+u,w+Y)—=o, 
3 (u,v,#) désignant la fonction théta normale du premier ordre et de 
caractéristique nulle, et À, u, v des constantes. 

Si l’on désigne par G(x, y) l'intégrale | g(æx,y)dx on peut, en 
augmentant u, 9, æ de constantes et en choisissant convenablement les 
limites inférieures des intégrales, ramener les relations précédentes 
à la forme 

Ge, ¥) EG M) er, 
G:(&, y) + G(x', y') 
G:(z, y) + G3(2’, y’) 


S( U,V, ) =o. 


Vs 


| 


sx, 


(1) Journal de Mathématiques, 5° série, t. Ill, 1896. 


be. 
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Dès lors, les surfaces S peuvent être représentées paramétriquement 
par des équations de la forme 


X=, (u,v, w), 
Vu ¢5.”), 
Z = ©®,(u, 0, 7), 


où les fonctions ® sont des fonctions abéliennes à six systèmes de périodes 
des trois paramètres u, 9, w liés eux-mêmes par la relation 


JU, M eno. 


La fonction & étant une fonction paire, la représentation précédente 
met en évidence une transformation birationnelle de la surface S en 
elle-même, à savoir celle qui fait correspondre au point d’argu- 
ments (u, », «) le point d’arguments (— u, — +, — w): deux tels 
points seront dits conjugués. 


Sur le genre des surfaces S et sur leur système canonique. 


2. Sur la surface S les trois intégrales doubles 


[ fa dev, [ fw dw, [ | dw du 


sont des intégrales de première espèce, carelles ne deviennent jamais 
infinies à l’intérieur d’un prismatoide de périodes. 

Réciproquement, on établit aisément que toute intégrale de première 
espèce de la surface 


fe 


lf BCX; Z) dX dY 
est nécessairement de la forme 


IEEE CESSE CEE CES) dx dx 
Deus) 
ou encore 


[fas du de + ay, dv dw + as dw du. 


! f ® ; 5 , A \ af = 
Donc le genre géométrique des surfaces S est égai a trois. 
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Les surfaces S possèdent trois intégrales de différentielles totales de 
première espèce linéairement distinctes : 


[aw fe. fa. 


Réciproquement toute intégrale de différentielle totale de première 
espèce de la surface est une combinaison linéaire de ces trois inté- 
grales. Soit en effet une telle intégrale 


[Max +Nar: 


elle devient, lorsqu'on y remplace X, Y, Z en fonction de (a, y), 
(x, y'}, 
frteyiay)de+Q(ayie, ya, 


P et Q étant deux fonctions rationnelles de x, y et x’, y’. Si l’on sup- 
pose +’, y’ constants, l'intégrale précédente doit se réduire à une inté- 
grale abélienne de première espèce de la courbe C. Dès lors 


P(x, y3a', y')= Mn B1(2, 7) + hier Y)+ As gs(2, 7), 


Ay, Ag, À, étant a priort des fonctions rationnelles de x’, y’; mais, 
comme ces fonctions doivent rester finies quel que soit le point (æ’, y’), 
elles se réduisent nécessairement à des constantes. 

D'autre part, la différentielle doit rester inaltérée lorsqu'on permute 
les points (x, y) et (a’, y’), ce qui exige 


Q(x,y;2,y)=h gx, Y)+ ha gaz, y!) + As 23(2", y’)- 


Il est donc établi que l'intégrale considérée est de la forme 
MIX EN AY E fi du + de + du. 


Donc les sur faces S possèdent trois intégrales de différentielles totales 
de première espèce distinctes. 

En d’autres termes, les surfaces S sont des surfaces irrégulières et 
leur genre numérique p, diffère de leur genre géométrique Pes d’après 
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un théorème de M. Castelnuovo, la différence (p, — p,) est égale au 
nombre des intégrales de différentielles totales de première espèce. 
Dès lors, fe genre numérique des sur faces $S est égal à zéro. 


3. Proposons-nous de déterminer la valeur des invariants de 
M. Nother pl et p® dont la définition est la suivante : invariant p” 
est le genre de la courbe générale du système canonique (ou système 
découpé sur la surface par ses adjointes d'ordre m — 4), et l’inva- 
riant p® est le nombre des points d’intersection mobiles de deux 
courbes de ce système. M. Nother a d’ailleurs établi que 


p= p)+1, 


dans le cas où les surfaces adjointes d’ordre m — 4 ne passent par 
aucun point fixe de la surface en dehors des courbes multiples et de 
certains points multiples de la surface. 

L’équation en u, », æ des courbes du système canonique s’obtient 
par un calcul simple. Les intégrales doubles de premiere espèce de la 
surface sont nécessairement de la forme 


[fearon S, 
Sz 


S(X, Y, Z) désignant le premier membre de l'équation cartésienne de 
la surface et Q(X, Y, Z) un polynome adjoint d'ordre m— 4; or on 
trouve de suite 
3 J 
aX dY = — du ds, 
03 
ow 


en posant 


Fes D(X, Y,3). 
Dis os) 


L'intégrale double générale de première espèce est donc de la forme 


ip [> de dw + pdw du +»vdu do 


, 9 03 ET af (oS 
=f [0s t ew t ae} J = 3; ) 


d’où il résulte que la courbe générale L du système canonique à pour 
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équation 
SE eee Ps — —0. 
DE haa du ir dv a Ow 


hare : Gj On, Os , 

Il convient de remarquer que les dérivées partielles > ==> += (qui 
ne sont pas des fonctions théta des trois variables indépendantes u, 
», w) satisfont aux mêmes relations fonctionnelles que > dans l’hypo- 


thèse où les arguments vérifient la relation 


SCM, Lim) Oe 


Ceci posé, l’invariant p® est égal au nombre des solutions non fixes 
du systéme 
03 05 03 . 
— Vi — = 
Ce i] aw ’ 


05 ra 03 Fr. 03 3 
= Sy, — — 
? du Pre ov 2 Ow < 


SIP, WV 05 


Or, ces fonctions satisfaisant sur la surface aux équations fonction- 
nelles d’une fonction théta du premier ordre, on peut leur appliquer 
le théorème de M. Poincaré d’après lequel trois fonctions théta de 
genre trois, l’ordre m, n, p possèdent 6 < m x n X p zéros communs. 


D'ailleurs ces équations n’ont pas de solution commune fixe, car les 

OT DIN OR 

du’ de” Ow 

on exclut le cas hyperelliptique qui sera examiné à part). 
On a dès lors pour les surfaces S 


quatre fonctions =, n’ont pas de zéro commun (si toutefois 


pr =6 et pola, 


4. Il existe entre le système canonique de la surface S et la courbe 
fondamentale de genre ¢rovs C des relations géométriques intéres- 
santes; on peut d’ailleurs supposer que C est une courbe plane du 
quatrième ordre, le cas hyperelliptique étant exclu. 


Les intégrales doubles de première espèce de la surface S sont néces- 
sairement de la forme 


hao hae. eaten 
[ {+lgs(æ, y) $1(2', y) — gifæ, y) gs(x', y')] ) da dx! 
ets v[81(2, 7) 82(2', y') — 82(2, 7) o1(2', y')] 
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et les différentielles g(a, y) dx ont elles-mêmes pour expression 


£1(2,y) dx = Te, 


y dx 


stey)de=r 


Y 


De la résulte que les courbes du système canonique sont définies 
par l’équation 


À 
a 
a! 


équation qui exprime que le couple de points (x,y), (#,y’) de la 


= : ; : AN jth 
courbe C est en ligne droite avec le point = b}. 
ee 


Done les points d’une courbe L du système canonique correspondent 
aux couples de points découpés sur la courbe du quatrième ordre G par 
une sécante qui tourne autour d'un point fixe a. 

Cette représentation géométrique appelle l'attention sur le cas où le 
point a est situé sur la courbe C: la courbe L se décompose alors 
en deux courbes distinctes : l’une £, définie par les couples de C for- 
més du point a et d’un point quelconque, et l’autre &, définie par les 


couples situés en ligne droite avec le point a. Les courbes £, et £, sont 
conjuguées l’une de l’autre et, d'après leur définition mème, elles 
admettent une correspondance univoque avec la courbe €. Enfin elles 
se rencontrent en deux points d’intersection qui correspondent aux 
couples (a, m) et (a, 7) déterminés sur la courbe C par la tangente au 
point a: la surface adjointe considérée est tangente en ces deux points 


à la surface S. 
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En résumé, il existe une infinite de surfaces adjointes d'ordre m — 4 
de la surface S qui lui sont tangentes en deux points conjugués, et cha- 
cune d'elles découpe sur S deux courbes distinctes £ et &' de genre trois et 
de mêmes modules que la courbe fondamentale C. 

Voici enfin quelques propriétés des familles £ et ¢’ qui se déduisent 
aisément de leur liaison avec la courbe C. Le lieu géométrique des 
points de contact des surfaces adjointes d’ordre m — 4 tangentes à S 
est la courbe & définie par les couples (a, m), (a, n) découpés sur C 
par une tangente mobile amn; la courbe © possède vingt-hwt points 
doubles correspondant aux bitangentes de C. Les courbes de la fa- 
mille ¢ ont pour enveloppe la courbe 5 définie par les couples de C 
formés de deux points confondus (a, a) et celles de la famille £’ ont 
pour enveloppe la courbe 5’ définie par les couples (m, n) découpés 
sur C par une tangente mobile; chacune de ces courbes touche son 
enveloppe en un point. 

Enfin, la courbe ® est tangente à chacune des courbes 5 et 3’ en 
vingt-quatre points qui correspondent aux tangentes d’inflexion de la 
courbe du quatriéme ordre C. 


Sur les courbes algébriques tracées sur une surface S. 


5. Avant d'aborder la théorie générale des courbes algébriques 
tracées sur une surface S, nous étudierons une famille particulière 
dont la considération nous sera très utile, savoir la famille définie par 
Péquation 

J(u+aA,eo+p,w+y)=0, 


où à désigne la fonction théta normale du premier ordre et de caracté- 
ristique nulle, et À, 4, y trois constantes arbitraires. 

Nous supposons toujours que les limites inférieures des trois 
intégrales de première espèce G(a, y) sont choisies de telle sorte que 
les relations 

u—G(x,y)+ G,(2',y’), 
¢ =G,(2, y) + G(x',y'), 
w= G,(2, 7) + G:(2', y) 
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entraînent comme conséquence l'équation 
CUP, M) 0: 
Dans ces conditions, le système des deux équations 
(1) 3 (uv, 0, 
S(u+ti,e+p,w+tyv)=o 
est équivalent aux relations 
| u—G,2+ G,2’=—i +G6,X4+ GX, 


(II) 9 —G,27+G,2’=—p+G6,.X4+G,X’, 
| w—G3,2 + G,2'’=—v + GX +. G,X’, 


où la notation Gx représente Pintégrale G, (2, vy) et où (x,:y}, (x', y) 


et (X, Y), (X’, Y’) désignent deux couples de points de la courbe du 
quatrième ordre C. | 

D’autre part, étant données trois constantes quelconques A, u, v, il 
est toujours possible, et cela d’une infinité de manières, de détermi- 
ner sur la courbe C quatre points (ay, y), ..., (æ,, y,) tels que 


3 
À = tn Gia ay 


ess) 
fet == I> Gare Yi)» 


z=0 
is. 

v DU, y), 
i=0 


Si l’on désigne enfin par (&, 7), (&, n°) les deux points de C en ligne 
droite avec les points (X, Y), (X’, Y’), lesquels vérifient les relations 


(G,X + G;,X') + (G,— + Gé) =o ( eat 2 3); 
on déduit immédiatement du système (II) les trois équations 
i=3 


(Gr + Graz!) + (Gré + GE) +Ÿ Graz; 0 (k=1, 2, 3) 


7=0) 


qui établissent que les {couples de points (x, y), (æ', y') et (6, n). 
Ann. Ec. Norm., (3), XXVI. — Mat 1909. 26 


202 L. REMY. 


(&, n‘) sont situés sur une conique passant par les quatre points 
(oy Yo)s +++, (Hay Ys)- 
En définitive, la courbe définie par l'équation 
S(u+i,o+tp,wtvj)=o 


correspond aux couples de points découpés sur la courbe C par les co- 
niques passant par quatre points fixes de cette courbe. 

Cette définition géométrique appelle attention sur un cas intéres- 
sant, celui où les trois points fixes (æ,, ¥,), (Los Ya), (&3, Ya) Sont en 
ligne droite, car les coniques en question se décomposent alors en une 
droite fixe menée par ces trois points et une droite variable menée par 
le point(x,, y,). Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que les con- 
stantes À, 4, v soient de la forme 


Xo Yo 
À = Gi(%o, Yo) — Gi(X0, do &1(2, y) daz, 
ae 
XoYo 
B= Go (Xo, Yo) — Ge (Xo, Et &2(2, y) dx, 
Ltée 
XoXo 
v= Gs(2x0, Ja) — Gs (Xo, Ye [i g(a, y) da, 
XV 


(X,, Yo) désignant le quatrième point d’intersection de C avec la droite 
menée par les trois points fixes (æ,, y,), (a, Yo, (Lay Ya). 
D'où cette conclusion : Lorsque les constantes i, u., v sont de la forme 


By ary Sree 
veal &1(2, Vier, — 82(2, 7) ak, it &3(2, y) dx, 
XY XY XY 
l'équation 

J(u+À,P+u, w+Yy)=o 


définit sur la surface S deux courbes algébriques distinctes : l’une & xy 
correspond aux couples de C formés du point fixe (X, Y) et d’un point 
variable; l'autre £,, correspond aux couples de points situés en ligne 
droite avec le point (x, y) de cette courbe. 

Nous présenterons une dernière remarque : lorsqu'on fait tendre le 
point (X, Y) vers le point (a, y), l'équation précédente définit à la 
limite l’ensemble des deux courbes £,, et ¢',,3 cette équation limite 
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s'obtient en prenant la dérivée de la fonction par rapport au para- 
mètre X pour la valeur X = x, d’où 
0 0 0 
wa au, 9, æ) ag iP 9, æ) + PAUL PH) 0. 

La forme de l'équation met en évidence le fait que les deux 
courbes £ ,, et ¢/,,. sont l'intersection de la surface S par une de ses 
adjointes d’ordre m — 4. 

La représentation analytique en &, , æ des courbes particulières £ 
jouera un rôle important dans l'étude des courbes algébriques de la 
surface. 


6. D’après la définition même des surfaces S, toute courbe algébrique 
irréductible de la surface définit une correspondance algébrique entre 
les deux points (æ, y) et (x’, y’) de la courbe de genre trois C liée a S, 
et réciproquement. On doit à Hürwitz une étude des correspondances 
entre deux points d’une courbe algébrique quelconque qui peut servir 
de point de départ dans la recherche des courbes algébriques tracées 
sur une surface S. Il convient de rappeler d’abord certains résultats 
fondamentaux du Mémoire de Hürwitz (*). 

Soit une correspondance algébrique quelconque entre les deux 
points (a, y} et (a’, y’) de la courbe C de genre trois (?), d’équation 
He) 0; désignons par 

(zi; 5 toi), ss (Las Ya) 
les « points que la correspondance associe au point (æ, y), et par 
(24, Va) (2, V2) ss (xg, 78) 


les 8 points qu’elle associe au point (2, Vo): 

Désignons par Gary) Gary), G;(æ, y) les trois intégrales 
normales de première espèce attachées à la courbe €, lesquelles pos- 
sèdent un Tableau de périodes de la forme 

i @ ) Gre hn Che 


Gr 


(1) Mathematische Annalen, t. XXVIII, p. 561. 
(2) La méme démonstration est applicable à une courbe de genre p. 
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et considérons avec Hürwitz les sommes 


Va, y) (A1, 2,3). 


t=1 


Ces sommes, vues comme fonctions de (x, y), sont des intégrales 
de première espèce : elles peuvent donc s’exprimer par des relations 
de la forme 


t=O 
(D SMG(ei, Y= ru Ge, y+ tm (= 2,8). 


é=1 i 


Si l’on fait décrire à la variable (a, y) un contour fermé tel que les 
intégrales G,(a, y), Go(w, vy), G;(æ, y) augmentent respectivement 
d’un de leurs systèmes de périodes simultanées, les premiers membres 
des équations (1) reprennent en même temps leurs valeurs initiales @ 
une période prés : il existe donc des entiers h, g, H et G tels que 


3 
Cp) == Nyy NT Ak 


yan Hz:+ > Gy 44; 
J Î 


Eliminant les quantités r;, entre les équations précédentes, on ob- 
tient un système d'équations à coefficients entiers entre les périodes a : 


(I) hr; @ ji + Sn j tem aji = Har + G74; (k, LT 2, one 
6 J J 
J m J 


(k, 2=1, 2,3). 


Il convient dès lors de distinguer deux cas, suivant qu'il existe ou 
non des relations à coefficients entiers du type (IL) entre les périodes a 
des intégrales de premiere espèce attachées à la courbe; lorsqu'il 
existe une telle relation, la courbe et les fonctions abéliennes qui en 
dérivent sont dites siagulières. Dorénavant, nous supposerons expressé- 
ment que la courbe considérée G n'est pas une courbe singuliére. 


Dans cette hypothèse les équations (IL) doivent être vérifiées iden- 
tiquement, ce qui exige que 


hi == DE —= = ri C= G33, 
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et que tous les autres coefficients h, g, Het G soient nuls; nous dési- 
gnerons par — y la valeur commune des entiers h;; et G;; (*). 
Le système (1) prend dès lors la forme 
i= 
(IIL) Glo yi) + Ge y)=m  (k=1, 2, 3). 
FE 
Ceci posé, désignons par S(u, ¢, æ) la fonction thèta normale du 
premier ordre et de caractéristique nulle correspondant au Tableau de 


périodes (T), et envisageons la fonction suivante des deux points 
CN Del detarcourbe C: 


SLG(X, Y) — G(X!, Y)+4, 
CGY CUVE, 
GX MUR OUR 
ou, pour abréger, 
CN GX. 


Pour un choix convenable des constantes c;, cette expression, con- 
sidérée comme fonction du point (X, Y), est infiniment petite du pre- 
mier ordre lorsque lé point (X, Y) coincide avec le point (X’, Y’), ou 
avec deux points (*) fixes dépendant de la valeur des constantes cx. 

Soient (a, b) un point fixe de la courbe, (a, D), ..., (a4, b,) les 
2 points que lui associe la correspondance considérée ; soit enfin (¢’, d') 
un autre point fixe de la courbe et formons le produit 

S(Gzx'— Ga?) | 
S(Gz — Ga)s(Gc —Gx) 


PR Geo) er LE 
| saa Ga) 5(Ge'— a | 


p=, | 


On démontre aisément, en vertu des relations fondamentales (HT), 
que ce produit est une fonction rationnelle des deux points (x, y), 
(x', y’). C’est précisément cette fonction P introduite par Hürwitz qui 
va jouer le rôle fondamental dans l’étude des courbes algébriques des 
surfaces S. : 


(1) L'entier y est désigné par Hürwitz sous le nom de correspondenzwerthigkett. 
(1) Ces points fixes sont en général au nombre de (p —1), p étant le genre de la 
courbe. 
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7. Si l’on désigne par P’ la fonction qui se déduit de P par permu- 
tation des deux points (a, y) et (x, y’), le produit PP’ est une fonc- 
tion rationnelle symétrique R(æ, 7; a’, y’) des deux points (a, y), 
(æ', y) : c'est done une fonction rationnelle R(X, Y,Z) des coordon- 
nées d’un point de la surface [puisque la correspondance entre les 
couples (a, y) (a, y’) et les points (X, Y, Z) est univoque], ou encore 
une fonction abélienne sextuplement périodique des variables wu, 9, æ, 
supposées liées par la relation S(u, v,æ) = 0. 

D’après sa formation même, la fonction R s’annule pour tous les 
points de la courbe Tf définie sur la surface par la correspondance 
considérée entre les points (a, y) et (x’, y’); il importe de déterminer 
avec précision toutes les lignes de zéros ou d’infinis de cette fonction. 

Or, la fonction P de Hurwitz devient infinie du premier ordre lorsque 
le point (a’, y’) coincide avec l’un quelconque des & points 


CREM CRC AACE 


ce que nous exprimerons par la notation 


et également lorsque le point (c’, d’) coincide avec l’un quelconque 
eee C es r I + : à A 

des points (a, y;) ou, ce qui revient au même, lorsque le point (x, y) 
coincide avec l’une quelconque des 8 déterminations 


(Cid);  ..<5 (cp, dg) 


de (x, y) correspondant a la détermination (c’, d’) de (x', y’), c’est- 
a-dire lorsque 
(2, ?) = (C1, di), 
(x, y) = (cp, dg). 
Enfin la fonction P devient infiniment petite (') d’ordre + pour 


(x, y)=(2"', y), 


(1) Ou infiniment grande d'ordre — y, si l’entier y est négatif. 
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et infiniment grande d'ordre y pour 
(2', 7°) = (a, 6) 


(æ, y)=(c',d'). 


et 


Dès lors, la détermination des lignes de zéros et d’infinis de R est 
immédiate. Si l’on désigne par 5 la courbe de $S définie par la corres- 
pondance 

(æ, y)—(«", y) 


et par £ ,.,, celle définie par l'ensemble des deux correspondances 


NV lo Yo 
(2, ¥) =(Lo Yo) et (2", 71) = (0 Yo) : 


1° La fonction R s’annule le long de la courbe F'; 
2° Elle est infiniment petite d'ordre 27 le long de la courbe 5; 
3° Enfin elle est infinie du premier ordre le long des « + $ courbes 


£ £ « 


RL akbhs …. Labs N_ Cada9 .., Ÿ_cpdp? 
et infinie d’ordre y le long des deux courbes 


L ab et € c'd'+ 


On peut modifier l'analyse précédente de manière à n’avoir plus à 
considérer la courbe 5. Admettons, pour fixer les idées, que la 
courbe C est une courbe du quatrième ordre, en écartant le cas hyper- 
elliptique qui sera examiné plus loin : soit (a, y,) un point fixe de C, 
et envisageons la courbe £', de la surface définie par la correspondance 
qui associe à un point (a, y) de G les points (a, y,) et (æ,, y,) situés 
sur la droite qui joint les points (a, y,) et (æ, y) (fig. 2). Il est 
possible de former une fonction rationnelle de (x, y) et (x, y’) qui 
s’annule le long de ¢’, et de 5, et n’admette, en outre, comme lignes 
de zéros et d’infinis, qu'un certain nombre de courbes £; effecti- 
vement, si (A, B) désigne un point fixe quelconque de C et si le 
point (a, y,) est pris pour origine des coordonnées, la fonction 


in yæ'—xy' 
~ (yA—zxB)(y'A — x'B) 


répond à la question. 
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De là résulte que le produit RQ?" est une fonction rationnelle 
F(X, Y,Z) qui admet les mèmes lignes de zéros et d’infinis que la 


fonction R(X, Y, Z), excepté la courbe 5, et s’annule en outre a 
l'ordre 27 le long de chacune des trois courbes £ 45, Carns Case; (')- 
Or, nous avons étudié précédemment la représentation des courbes ¢ 


au moyen des fonctions théta de u, », w, et nous avons établi que la 
fonction 


XoYo XoXo XoYo 
eh ea] (« +f gidzr,v +f g2.dxr, w+ i g,dx 


XiYi Li Yi xii 


s’annule le long des deux courbes £ ; et £’,. 

Des lors, si la fonction F admet la courbe £ ; comme ligne de zéros 
(ou d’infinis) d’ordre g, le produit F(3?)~? admet la courbe ¢’, comme 
ligne d’infinis (ou de zéros) d’ordre g, mais reste fini et différent de 
zéro le long de la courbe £;. Il est done possible, par cette voie, de 


(1) Lorsque la correspondance entre les points (x, 7), (x', y’) est symétrique, cette 
méthode conduit à une fonction F qui est infiniment petite du second ordre le long de la 
courbe I’. Dans ce cas il suffit de considérer le produit PQ—Y qui est une fonction ration- 
nelle symétrique des points (x, y) et (x', y’), à la condition qu’on donne une même 
valeur aux constantes (a, b) et (c', d') dans l'expression P de Hürwitz. 
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former une fonction O(u, ¢, æ) jouissant sur la surface des propriétés 
d’une fonction thêta de u, », æ qui s’annule le long de la courbe F, 
mais reste finie et différente de zéro pour tout autre point de la sur- 
face, sauf peut-être le long de la courbe ¢’,. 

Il est aisé de préciser ce dernier point: en se reportant à la méthode 
de réduction employée, on reconnait de suite que l’ordre de multipli- 
cité de la courbe 2’, pour la fonction @ est égal à 


at B —6y. 
Dès lors, trois cas sont à considérer : 


1° Sia+t6—6y=o0, la fonction O(u,v,w) reste toujours finie 
sur la surface et ne s’annule que le long de la courbe l'; 

2° Sia+B — 6y> 0, cette fonction s’annule, en outre, le long de 
la courbe ¢’, (a l’ordre de multiplicité «+ 8 — 6y); 

3° Sia + 8 — 6y <0, la fonction @(S')**-*-* reste toujours finie 
sur la surface et nes’annule en dehors de I’ que le long de la courbe €, 
(a l’ordre 6y — « — 6 de multiplicité). 


8. Il importe de remarquer que la fonction O(u, 9, #) à laquelle 
conduit l’analyse précédente n’est pas une fonction théta proprement 
dite des trois variables indépendantes u, ¢, æ, mais quelle joue pour 
les points de la surface le même role qu’une fonction théta. D'autre 
part, Péquation O(u, ?,æ) =o est susceptible de formes diverses, en 
raison de l'existence de la relation fondamentale 3(u,9,w)=o0: à 
titre d'exemple, les équations 

5052 
71 


— O 
et 
Ô OR: Onn CE 
Ly ay 6 9, 7) + os Fu, v,w)+ Tap © D, W}= O 
sont équivalentes sous la condition 3(u,v,æ)—o. Ce sont là des 
circonstances qui ne se présentent pas dans la théorie des surfaces 
hyperelliptiques dont les arguments wu, ¢ sont des variables indépen- 
dantes. Dans l’étude des surfaces S, nous entendrons désormais par 
fonction théta sur la surface toute fonction de wu, v, w qui reste tou- 
Ann. Ec. Norm., (3), XXVI, — Mar 1909. 27 
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jours finie et vérifie les équations fonctionnelles d’une fonction thêta 
proprement dite, sous la condition 5(w, 9, H} 20) 

Nous présenterons une dernière remarque relative aux entiers a, 8 
et y. Dans l’étude des surfaces S, il n’y a pas lieu d’envisager isolé- 
ment une correspondance non symétrique par rapport aux deux points 
(x, y} et (x’, y‘), mais seulement l’ensemble de cette correspondance 
(d’entiers a’, 6’, y’) et de la correspondance symétrique (d’entiers f, 
a", y); or, il est permis de considérer cet ensemble comme une cor- 
respondance (non irréductible) ayant pour entiers caractéristiques 


=p (a 6") et pe ie 


Les courbes de la surface S sont donc caractérisées par les deux 
entiers « et y ainsi définis. 
Il convient de résumer les conclusions de l’analyse précédente : 


Toute courbe algébrique V de la surface S peut étre représentée par 
une équation de la forme O(u,v,æ)=—= 0, la fonction @ jouissant des 
deux propriétés suivantes : 

Elle satisfait aux équations fonctionnelles d'une fonction théta de u, 
y, w el reste toujours finie, sous la condition 3(u, 9, ~) = 0; 

Elle ne s ‘annule pas sur la surface en dehors de la courbe consideree, 
st ce n'est peut-être le long de l’une ou l’autre de deux courbes détermi- 
RCE ES he as 

En fat, la fonction © s'annule le long de £',, ou bien de ¢ ,, ou enfin 
ne s annule pas le long de ces courbes, suivant que l'expression 


AS y 


est positive, negative ou nulle, « et y étant deux entiers caractéristiques 
de la courbe TV définis comme suit : « est le nombre des points deT tels que 
l’un des points du couple homologue de la courbe C, (Es ek are M) Gil 
une position donnée (x4, ¥,); quant ay, c'est l’entier de Hürwitz defini 
par les relations 

t= & 


» GE, n:) + YGrims Yo) = ae (Ferre), 


t= 


9. Le théorème précédent met en évidence une circonstance qui ne 
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se présente point dans la théorie des surfaces hyperelliptiques, à 
savoir l'impossibilité de représenter individuellement toute courbe 
algébrique de la surface par une équation de la forme 


Ou, v,æ)— 0, 


Toutefois on pourrait craindre que cette impossibilité apparente ne 
tienne à la méthode de réduction employée : il convient donc d’en 
donner une démonstration directe. 

Soit F une courbe de la surface, d’entiers caractéristiques «, y, et 
dont, par hypothèse, l'équation spéciale s'obtient en égalant à zéro 
une fonction ©, d’ordre N. 

Considérons, d’autre part, la courbe F, définie par l’équation 


J(u+h,e+p,w+v)=o0 


qui correspond, ainsi que nous l’avons établi plus haut, aux couples 
(a, y), (x', y’) découpés sur la courbe C par les coniques passant par 
quatre points fixes de cette courbe. D’après sa définition géométrique, 
cette courbe a pour entiers caractéristiques «’=3 et y —1. Or, 
d’après un théorème de Hürwitz, le nombre des couples communs à 
deux correspondances ayant respectivement pour entiers caractéris- 
tiques «, B, y et a’, 8’, y’ est donné par l'expression 


aB'+aæxB—2py, 


expression qui doit toutefois être divisée par 2 lorsque les correspon- 
dances considérées sont symétriques. Le nombre des points d’inter- 
section (‘} des deux courbes F'et F, a done pour valeur (34 — 37); 
mais il est égal d’autre part à 6N, en vertu du théorème de M. Poin- 
caré sur le nombre des zéros communs à trois fonctions thêta de u, 
9, w. Dès lors 


(1) a—y=2N. 


La considération des points communs à deux courbes appartenant à 


(1) Ce raisonnement suppose essentiellement que les points de S et les couples de C se 
correspondent univoquement sans exception; on verra plus loin qu'il n’est pas valable 
dans le cas hyperelliptique, en raison de l’existence d’un point fondamental. 
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la même série linéaire que l conduit de même à la relation 
(2) a — 37?= 6N?. 

Éliminant N entre les équations (x) et (2), on obtient la relation 
(3) (a—3y)=o0. 


Si donc une courbe T est susceptible d’être représentée individuel- 
lement par une équation de la forme © = 0, ses entiers «, y vérifient 
nécessairement la relation (3); or, cette relation n’est point vérifiée 
pour toutes les courbes de la surface, notamment pour 5 ainsi que 
pour les courbes dont l’entier y est négatif : la proposition que nous 
avions en vue se trouve donc par la même établie. 

Il résulte encore des équations (1) et (3) que, dans le cas où une 
courbe algébrique de S est représentable individuellement par une 
équation @ — 0, l’ordre de la fonction @ est précisément égal à 
l’entier y de Hurwitz. 


Sur le genre des courbes algébriques tracées sur une surface S. 


10. L’impossibilité de représenter une courbe algébrique quel- 
conque de la surface S par une équation spéciale de la forme 


O(u,v,w)—o 


complique singulièrement l’étude de ces courbes : aussi laisserons- 
nous de côté la recherche et la classification des familles de courbes 
algébriques qu’on peut tracer sur la surface. Nous nous proposerons 
seulement de donner une expression générale du genre d’une courbe 
algébrique quelconque de la surface; deux cas sont à distinguer sui- 
vant que la courbe est représentable ou non par une équation spéciale 


Ou, v, æ) = 0. 


Considérons en premier lieu une courbe I représentée par l’équa- 
tion spéciale 
On (u, », ) — 0, 


où ©, désigne une fonction théta d’ordre n sur la surface. 
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Nous chercherons d’abord à former une intégrale abélienne de 
première espèce attachée à la courbe I. Si l’on désigne par X, Y, Z les 
coordonnées non homogènes d’un point de la courbe, on a le long de 


cette courbe 
ox ox ox 


OD es AR ‘i 
xX Fa du + re dy + ae dw, 
Ree, 05 Os 
Qu a du + AE dima oe, 
08; 00, 09, 
Gr Su oH Ae Pl, OS 
dot 
du 
Dee 
: D(¢, ”) 
en posant 
_ D(X,5, 9.) 
a D(a, °, #) 4 


La fonction H(w,v,æ) n’est pas une fonction théta proprement dite; 
mais, lorsque le point w, ¢, æ appartient à la courbe considérée, les 
dérivées partielles de la fonction $(u,v,æ) satisfont aux mêmes 
relations fonctionnelles que S, et, d’autre part, les dérivées partielles 
de la fonction @,(w, ¢, æ) satisfont aux mêmes relations fonctionnelles 


. OX OX OX : het 
que 6,; quant à =~» = a7» ce sont des fonctions abéliennes de u, 


», w. Par suite, la fonction H(u,v,æ) joue, pour les points de la 
courbe 0, = 0, le mème rôle qu’une fonction théta d'ordre (7 +1) et 
de mêmes multiplicateurs que 6,. 

Dès lors, si l’on désigne par 0,4, une fonction thêta de mêmes mul- 
tiplicateurs et de même ordre (n + 1) que la fonction H, le quotient 


Ont 
H 


est une fonction sextuplement périodique des paramètres u, 9, # 
supposés liés par les deux relations 


J(u, 0,4) == 0 et O,(u, %, ¥) = 0, 


et, par conséquent, une fonction rationnelle des coordonnées X, Y, Z 
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d’un point de la courbe. En définitive, l’intégrale 


ou encore 


est une intégrale abélienne attachée à la courbe 0, — 0. 


Nous allons établir que l'intégrale 5 est de première espèce. Les ar- 
guments uw, 9, restant toujours finis dans un prismatoide de périodes, 
l'intégrale ne saurait devenir infinie que dans le cas où la fonction 


D(S, 6,) 


D(v, æ) 


s’annule. Or on a sur la courbe 


du ai dy J dw 
DS, 98,)  D(,6,) DiS, On)” 
D(v, w) D(vw, u) D(u, ¢) 


d’où l’on déduit que l’intégrale ne peut devenir infinie que pour les 
valeurs de u, 9, æ qui sont solutions du système 


a(t, 9, 4) = 0, 

O,(u, °, #7) =09, 
D(5,9,)  D(3,8,)  D(S,8,) nes 
Div, 7) Diw,u)y Dia vw) ~ 


(1) 


Considérons dans l’espace de coordonnées u, 9, æ (ou plutôt dans la 
portion de cet espace qui correspond à un prismatoide des périodes) 
les deux surfaces définies respectivement par les équations 


J(u, ?, 0) =o et O,(u, 9, æ) = 0. 


Toute solution du système (1) définit un point double de la courbe 
d’intersection de ces deux surfaces. Or elles ne sauraient être tangentes 
entre elles, si les constantes dont dépend linéairement la fonction @ 
sont prises arbitrairement; d’autre part, la surface 


ñn 


2( us e362) =o 
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ne possède aucun point double (‘), et il en est de même de la surface 
@, (u,v, æ) —0o, 


si @, désigne, ainsi que nous le supposons, la fonction générale d'ordre 

et de multiplicateurs donnés. Les quatre équations du système (I) 

n’admettent donc, dans ces conditions, aucune solution commune. 
En définitive, l’intégrale 


d = 


est une intégrale abélienne de première espèce pour la courbe 0, =0, 
si la fonction @, est la fonction générale de son ordre. 


Combien cette forme donne-t-elle d’intégrales linéairement dis- 
tinctes? Les fonctions 6,., considérées d’ordre (nm + 1) sont au nombre 
de (n+ 1)* linéairement distinctes; mais parmi ces fonctions figurent 
les produits de $(u, », æ) par les fonctions thêta d’ordre z et de mêmes 
multiplicateurs que 6,.,, en nombre n°. 

De plus, les produits 


05 03 02 


0, du’ 0, dv’ 0, ow 


qui jouent sur la surface le méme role que les fonctions 0,,,, sont iden- 
tiquement nuls le long de la courbe. La formule donne done 


(n +1)?— n§— 3 


intégrales distinctes, auxquelles il faut ajouter les trois intégrales 


[au [ fav, 


3n(n+1)+1 


soit au total 


intégrales distinctes. 
On peut démontrer que ce sont bien là toutes les intégrales de pre- 


eee a ee —- 
(1) Ceci suppose que les fonctions abéliennes considérées ne dérivent pas d’une courbe 
hyperelliptique. 
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mière espèce de la courbe @,—o. D'après un théorème connu de 
M. Nother, le genre p d’une courbe algébrique est lié au nombre v 
des points d’intersection variables de cette courbe avec une de ses 
surfaces adjointes par la relation 


v—2(p—:1). 


Au cas actuel y est égal au nombre des points d’intersection variables 
des courbes 0, = o et @,,, = 0, ou encore au nombre des solutions du 


système 
0,=0, Oni1= 0, J=0. 


D’après le théorème de M. Poincaré, ce nombre est égala6n(n +1), 
ce qui établit la proposition énoncée. 

D'où cette conclusion : Le genre d'une courbe algébrique de la sur- 
faceS dont l'équation spéciale s'obtient en égalant à zéro une fonction O, 
d'ordre n a pour expression 


p=Sn(n+I)+r. 


Cette formule donne en particulier pour les courbes définies par les 
fonctions thêta du premier ordre p = 7, ainsi que nous l’avons déjà 
établi pour les courbes du système canonique. 


11. Considérons, en second lieu, une courbe F de la surface S, 
d’entiers caractéristiques % et y, définie par une équation 0, = o, où 
0, désigne une fonction d'ordre x qui s’annule en outre le long de la 

Ss 9 . CCE EN 
courbe £, à l’ordre de multiplicité 6 = « — 3y. 
De même que dans le cas précédent, l'intégrale 


0,1 du 


D(S, 0,) | 
D(r,w) 


D — 


ou 6,,, désigne une fonction d'ordre n+ 1 et de mêmes multiplicateurs 
que @,, est une intégrale abélienne attachée à la courbe F, et elle ne 
saurait devenir infinie que pour les systèmes de valeurs annulant à la 
fois les fonctions S(u, 9, æ), O,(u, v, w)et les trois déterminants 
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fonctionnels 


D(3,0,) D(3,6,) D(3,0,) 
D(e, 7)” D(w, ua)’ D(u,e) 


Or, par hypothèse, la fonction ©, est infiniment petite d'ordre 
(6 +1) au voisinage des points d’intersection des courbes ct ei edes 
lors les dérivées de de cette fonction + sont infiniment petites 
d'ordre à, et il en est de mème des trois déterminants fonctionnels. 
Pour que l'intégrale 5 soit de première espèce, il est done nécessaire 
et suffisant que la fonction ©,,, soit elle-même infiniment petite 
d’ordre 6 en chacun des points d’intersection des courbes T et £!. 

Ceci posé, il nous suffit de déterminer le nombre des points d’inter- 
section non fixes de la courbe T avec ses adjointes 6,,,— 0, pour en 
déduire le genre de la courbe F au moyen de la relation de M. Nother. 

À cet re déterminons d’abord la valeur des entiers caractéristiques 
de la courbe @,,, = o. Les entiers caractéristiques d’une courbe défi- 
nie par une équation d'ordre xn sont respectivement égaux à (4 + 2¢) 
et (y+), car l'équation particulière 0, =o définit d’une part la 
courbe I, d’entiers « et y, et d’autre part la courbe £°, d’entiers &, = 2 
etYo— 1, comptée o Spots d’ailleurs les courbes définies par une équa- 
tion du premier ordre ont pour entiers caractéristiques les nombres 3 
et 1 : dès lors les entiers caractéristiques des courbes O,,, == o ont pour 
valeurs respectives 


œ'—= à + 20 +3 et yv=y+o-+t. 


Le nombre total des points d’intersection de la courbe T avec ses 
adjointes @,,, = o est donc égal, d’après un théorème de Hurwitz, a 


a(a+2d+3)—3y(yt+d+1); 


mais dans ce nombre les points d’intersection de TF et de £ 
au total, pour 


, comptent, 


L 
d(2a — 3y) 


unités. Par suite, le nombre v des points d’intersection variables de F 
avec ses adjointes est égal a 


v—=a(a+3)—3y(y +1). 
Ann. Ee. Norm., (3), XXVI. — Mar 1909. 28 
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La conclusion est d’ailleurs la même dans le cas où la fonction 6, 
: + 
s’annule le long de la courbe £,, au lieu de la courbe ¢ ,. Nous par- 
venons ainsi au résultat suivant : 


+ 


Le genre d’une courbe algébrique de la surface S a pour expression 
generale 

Giles fs D) = TI 
ea) Sait ia iy 


all 2 
a et y désignant les deux entiers caractéristiques de la courbe. 
Dans l’hypothèse où « = 3y, cette formule se confond avec celle 


donnée plus haut, puisque les entiers x et y sont égaux dans ce cas. 
L'application de la formule précédente donne en particulier : 


Pour es courbes «42-2, y= 11, UT PES 
POUTIAICOUTRE EEE HU, Y—=—1, =o 
Pour lacourbe fie UT CE o==10, ==, 6, p= 


ainsi qu’on pouvait le prévoir a priori. 


Sur le nombre des intégrales doubles de seconde espèce des surfaces S. 


12. Les théorèmes établis dans les précédents Chapitres trouvent 
une application dans la détermination du nombre des intégrales 
doubles de seconde espèce des surfaces S : d’après un théorème fon- 
damental de M. Picard ('), toute surface algébrique F(X, Y, Z) =o 
possède en effet un nombre limité 5, d’intégrales doubles de seconde 
espèce déstinctes, c’est-à-dire telles qu’il n’existe aucune combinaison 
linéaire de ces intégrales de la forme 


F{OU ov : 
J [Gx + gy) xe 


U et V étant des fonctions rationnelles de X, Y, Z. 
Dans la recherche de cet invariant ¢,, nous aurons recours à la for- 


(1) Théorie des fonctions algébriques de deux variables, t. Il, chap. VII et XII. 
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mule suivante due également à M. Picard : 
Po—N+d —hp —(m—1)+2r—(p—}), 
où l’on désigne par 


m le degré de la surface, 

N la classe de la surface, 

d le nombre de ses points doubles isolés ('), 

r le nombre de ses intégrales de différentielles totales de seconde 
espèce, 

p le genre d’une section plane arbitraire. 


Enfin la définition du nombre ¢ est la suivante : on peut tracer sur 
la surface p courbes algébriques irréductibles C;, telles qu’il n'existe 
pas d’intégrale de différentielle totale de troisième espèce n'ayant 
d’autres courbes logarithmiques que la totalité ou une partie des 
courbes C;, mais telles que, si on leur adjoint une autre courbe algé- 
brique irréductible quelconque de la surface, ilexiste une intégrale de 
troisième espèce n’ayant comme courbes logarithmiques que cette der- 
nière courbe et la totalité ou une partie des courbes C;. 


Envisageons la surface S définie en coordonnées homogènes par les 
équations 
X,;= 0;(u, ¢, w) 


Su iO 


(et a ys 


où les @, désignent quatre fonctions théta normales de caracteristique 
nulle et d’ordre A, ne s’annulant à la fois pour aucun système de 
valeurs des arguments. Dans ces conditions, la correspondance des 
points de la surface S avec les points du champ abélien u, 9, æ, ou 
encore avec les couples de points de la courbe de genre #roës C, est une 
correspondance univoque, sans point fondamental (répondant a une 
infinité de couples), ni courbe exceptionnelle (répondant à un seul 
couple). 

Déterminons pour cette surface S particulière la valeur des différents 
éléments qui interviennent dans la formule de M. Picard : on trouve 


(1) La formule est établie dans le cas où la surface ne possède pas d’autres singularités 
qu'une courbe double avec des points triples, ainsi que des points doubles isolés. 
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immédiatement 

eh Oy 

i = 67%, 

p =3sh(h +1) Er. 

D’autre part 
r= 0, 

car, d’après un théorème de MM. Castelnuovo et Severi, le nombre des 
intégrales de différentielles totales de seconde espece d’une surface 
algébrique est double de celui de ses intégrales de différentielles to- 
tales de première espèce. 

Évaluons enfin la classe N de la surface. Soient © =o et 0 =o les 
équations de deux sections planes quelconques : les points de contact 
des plans tangents menés à la surface par la droite d’intersection de 
ces deux plans sont déterminés par les équations 


09 00 

O Ou ov. 

(E) Ore go> an OUT 
du de 


où l’on suppose que w, 6, æ vérifient la relation S(u, v, w) =o, et où 


l a dé eerie # Be Ô 0 oe says à KE 
es dérivées On et de sont prises en considérant #4 comme fonction de u 


ete. Ces équations peuvent s’écrire 


| o( Gi, 74 = Gal oo ô(@, = Le RE ) = 


{ 


(1) 
O(6, Jy yy ) = 4( 0, SA ele ) SW 


Mais le système (1) admet des solutions étrangères : ce sont, d’une 
part, les solutions du système 


(2) 
et, d'autre part ('), celles du système 


gS Ww 
04,— 09! — 0. 


sw 


(1) En effet, dans la recherche des plans tangents, on peut remplacer le système (E) 
par les deux systémes analogues qui s’en déduisent par permutation des lettres u, 9, w. 
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D'après le théorème de M. Poincaré, le système (1) admet 6(24 + 1)? 
solutions, le système (2) en admet 6/? et le système (3) 124 : de là 
résulte que le nombre des solutions propres des équations (E), c’est- 
à-dire la classe de la surface, est égal à 


N= 6(3h?+ 2h+1), 


13. Il nous reste à rechercher la valeur du nombre ¢ dont dépend 
essentiellement la détermination de l'invariant 9,. Nous envisagerons 
la question à un point de vue plus général, en nous proposant le pro- 
blème suivant: Quelle est la valeur de Vingariant relatif p de M. Picard 
pour les surfaces algébriques S, dont les points admettent une correspon- 
dance univoque avec les couples de points (x, y), (x', y’) d’une courbe 
algébrique C,, d’équation f(x,y)=0 et de genre quelconque p? On 
suppose d’ailleurs que la surface ne possède ni point fondamental 
(correspondant à une infinité de couples de points de C,), ni courbe 
exceptionnelle (correspondant à un seul couple). 


Nous démontrerons en premier lieu qu’on peut tracer sur la sur- 
face S, deux courbes particulières telles qu'il ne saurait exister d’inté- 
grale de différentielle totale de la surface ayant seulement ces deux 
courbes pour courbes logarithmiques. A cet effet, nous considérerons 
d’une part la courbe 5 qui correspond aux couples de C, formés de 
de x points confondus et d’autre part la courbe £, qui correspond 
aux couples formés d’un point variable et d’un point fixe (æ,,y,). 

Les coordonnées X, Y, Z d’un point de la surface étant des fonctions 
rationnelles de (x,.y) et (x’, y’), toute intégrale de différentielle totale 
de la surface est de la forme 


Resa) dr + 8(2, y30', 9!) da". 


Admettons done qu’il existe une telle intégrale ayant seulement 5 
et £ pour courbes logarithmiques. Si on laisse +’ constant, on obtient 
une intégrale simple 


[Ray LV) OL, 


dont les périodes (c’est là un point essentiel) ne doivent pas dépendre 
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du paramètre +’. Il est permis de supposer en particulier que le résidu 
relatif au point logarithmique (a = 2’, y = y’) est égal à +1. 

Ceci posé, envisageons la surface de Riemann qui correspond à 
l’équation algébrique /(+,y) =0, de degré m en y et de genre p; 
d’après un théorème de Clebsch, cette surface peut être constituée 
par m feuillets dont chacun est réuni au suivant par une seule ligne de 
croisement, à l'exception des deux premiers, réunis entre eux par 
(p +1) lignes de croisement aa’, bb’, ...; nous écarterons l’hypothèse 
où p serait nul, auquel cas le nombre ¢ est égal à l’unité. Traçons sur 
le premier feuillet un eycle y enveloppant les deux points de ramifica- 
tion a et a’ et donnons au point(«’, y’) une position voisine du point a, 
mais extérieure au cycle y. 

Si l’on prend l’intégrale 


IEC Sar ate AC ED 


le long du cycle y avec la détermination (x’, vy’) du paramètre, on 
obtient une période déterminée w’. Si l’on fait ensuite tourner le 


Fig. 3. 
b 


point (#’,y’) autour du point de ramification 6, sans rencontrer le 
cycle y, le paramètre prend une nouvelle détermination (a, y”) cor- 
respondant au second feuillet, sans que d’ailleurs le cycle y soitaltéré. 
La période considérée w’ se transforme donc en w”, w” désignant la va- 


leur de l'intégrale JR dx prise le long du cycle y avec la détermina- 
tion (x',y”) du paramètre. Or cette période doit rester invariable 
puisque, par hypothèse, elle n’est pas fonction du paramètre a’; 
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dès lors 
(1) A El 


Faisons maintenant tourner le point (x’,y’) autour du point de ra- 
mification a : y se change de mème en y”, mais en même temps le 


Fig. 4. 


cycle y se déforme, fuyant en quelque sorte devant le point (æ',y'), et 
il prend une position y‘; on reconnait aisément par la comparaison 
des deux cycles que la période transformée a pour valeur w” — 271, 
d’où il résulte que 


(2) D = w" — 271. 


Les relations (1) et (2) étant incompatibles, on en conclut que l’in- 
tégrale dont nous avions admis l'existence ne saurait exister. 


En second lieu nous démontrerons qu’étant donnée une courbe irré- 
ductible quelconque F de la surface $,, il est possible de former une 
intégrale de différentielle totale ayant seulement pour courbes loga- 
rithmiques la courbeT, ainsi que les courbes 5 et £, (ou l’une d’elles). 

A cet effet, reportons-nous au théorème de Hurwitz que nous avons 
précédemment utilisé pour l’étude des courbes algébriques tracées sur 
les surfaces S : étant donnée une correspondance quelconque V entre les 
points (x,y) et (x’, y’) d’une courbe algébrique C, non singulière, on 
peut former une fonction rationnelle P(x, y; æ',y') qui nadmette pas, 
en dehors de la correspondance considérée, d’autres lignes de zéros ou 
d’infinis que la correspondance x = x', y = y', ainsi que les correspon- 
dances associant respectivement à un point variable certains points fixes 


Cr "5 DiDIQ) (Gr Yr)- 
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Ceci posé, le produit 
Pix, 9257) Py Gay) 


5 + EE J / 2 & 
est une fonction rationnelle symétrique de (a, y), (a, y’) et, par con 

. . , T ig , x 
sequent, une fonction rationnelle des coordonnées X, Y, Z d’un point 
de la surface; il en résulte que la fonction 


I=LogP(«, y; 2’, y') + LogP(2’, y’; æ, y) 


est une intégrale de différentielle totale de la surface ayant pour 
courbes logarithmiques les courbes F, 5, £,,... et Lx. 
Si l’on désigne d’autre part par 


[Guiles nd 


l'intégrale abélienne normale de troisième espèce attachée à la courbe 
f(x, y)—0 


et relative aux deux points (x,,7,) et (æ;,y;), il est manifeste que 
l'intégrale de différentielle totale 


= f Gu Ce, y) da + Goi(2", y) de! 


a pour courbes logarithmiques £, et ¢;. Des lors il est possible de 
déterminer les constantes A,,, ..,, Aj, de manière que l’intégrale 


T+ Aoi dor +... + Aog lox 


n'ait pas les courbes £,, ..., £, pour courbes logarithmiques. En 
d'autres termes, cette intégrale n’admet pas, en dehors de F, d’autres 
courbes logarithmiques que les courbes 3 et ¢,. 

D'où cette conclusion : as 


L'invariant relaitf à est égal à veux pour les surfaces dont les points 
… i © 
admettent une correspondance univoque, sans point fondamental ni 
courbe exceptionnelle, avec les couples de points d'une courbe algébrique 
non singulière et non unicursale (' ), 


(1) Ce résultat parait en contradiction avec un théorème de M. Picard, d’après lequel 
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I importe de remarquer que la démonstration suppose que la courbe 
; > Fu TR > M * *. , “ . . 
_ considérée n’est pas une courbe singuliere, c'est-à-dire qu'il n’existe 


pas de relation à coefficients entiers de la forme considérée précé- 
demment entre les périodes de ses intégrales abéliennes de premiére 
espèce. | d 

14. Revenons à la surface S considérée plus haut : elle appartient à 


la classe des surfaces S, et ne possède d’ailleurs ni point fondamental, 
ni courbe exceptionnelle; on a donc pour cette surface 


g — 2. 


Nous sommes maintenant en mesure d'appliquer formule fonda- 
mentale de M. Picard : 


2=N+d—4p—{(m—1)+2r—{(p—:1); 


comme il devait être, la valeur de À s’élimine et l’on trouve immédia- 
tement 
Lo— 14. 


Nous parvenons ainsi au théorème suivant : 


Les sur faces algébriques dont les points admettent une correspondance 
univoque avec les couples de points d'une courbe algébrique de genre trois 
non singuliére poss*dent quatorze intégrales doubles distinctes de seconde 


espèce. 
Ce théorème peut être présenté sous une autre forme. Désignons 
par 
AEZ y) dz, El Z; 7) dz, ÉACZ y) dz, 
les différentielles normales de première espèce attachées à la courbe 
de genre trois C et par 


£i(2, 7) dr, £3(2,7) dz, g (2; Fr) dz 
oe ee ee 


l'invariant ¢ est égal à 1 pour les surfaces hyperelliptiques qui correspondent point par 
point, sans exception, au prismatoide des périodes; en réalité la correspondance entre 
une telle surface et la courbe de genre deur possède un point fondamental qui répond aux 
couples découpés sur la courbe par ses adjointes d'ordre m — 3, et la valeur de » est, de 
ce fait, diminuée de use unité. : 


2 


Anz. Ec. Norm., (3), XVI. — Wai 1999. 29 
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les différentielles normales de seconde espèce relatives à trois points 
déterminés de la courbe. Il est clair que les intégrales de la forme 


fi [leis nait, J')— gite, v)eix!, y')ldvedz' (i, k=1, 2, ..., 6) 


sont des intégrales de seconde espèce de la surface S : ces combinai- 
sons sont au CH de quinze, mais, d’après le théorème précédent, 
elles ne sont pas distinctes; en d’autres termes, il existe une relation 
de la forme 


df [ei(2, J)gatz', y')—- gx, ) Bi( 2", y')] da dx! 


=f [KX + 5) aXaY, 


U et V étant des fonctions rationnelles de X, Y, Z et les A;, des con- 
stantes. 

En vertu de son invariance vis-à-vis des transformations biration- 
nelles, le second membre peut se mettre sous la forme 


y 7 a2 


Ret S étant des fonctions rationnelles. 
D’ot cette conclusion : 


Les différentielles abéliennes normales de seconde espèce d’une courbe 
algébrique de genre trois vérifient une relation de la forme 


See aR 08 
Nix AC 5 — (2, 7) ga, y')) = — tue 
22 aOR) Se Mae PSN EEE 
Ret S étant deux fonctions rationnelles de Ctsy) CUGe Fy). 


15. Nous indiquerons enfin une conséquence intéressante de la 
relation ¢ = 2 établie précédemment, en démontrant qu’elle entraine 
l'impossibilité de représenter individuellement toute courbe de la sur- 
face S par une équation spéciale de la forme Qu, v,w) = o. 
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Admettons en effet que cette représentation soit possible, et mon- 
trons que dans cette hypothèse ¢ est égal à ur. Étant donnée une fonc- 
tion O(u, », w) quelconque d’ordre x, on peut choisir les constantes ve 
2, Y, de telle sorte que la fonction 


[Su — 5, 8 — bo, # — %)]", 


ou simplement (3, )", admette les mêmes multiplicateurs que la fonc- 


: - 2 [0] 

tion O(u, v,æ). Dès lors le quotient Gy est, sur la surface, une fonc- 
0 

tion sextuplement périodique des variables uv, ¢, w; c’est done une 

fonction rationnelle des coordonnées X, Y, Z d’un point arbitraire de 


la surface, et par conséquent la fonction 


“ 
Log —— 

° (3o)” 
est une intégrale de différentielle totale de la surface possédant les 
deux courbes logarithmiques 


o=.0 et n=O 


On peut done se borner pour l'étude des courbes de la surface, en 
tant que courbes logarithmiques d’intégrales de troisième espèce, aux 
courbes définies par une équation de la forme 


S(u—i, v—p, w—v) =0. 


Si l’on considère deux telles courbes C, et C, correspondant aux 
équations 
T(u—h,0—B, W—%) =O 
et 
Su — ey 0 — pa, W—%) =O, 


on établit aisément qu’il existe une intégrale de différentielle totale 
ayant seulement C, et C, comme courbes logarithmiques, en ayant 
recours a une démonstration que M. Picard a donnée dans le cas des 
surfaces hyperelliptiques ('), mais qui s’applique sans modification 


(1) Annales de L'École normale, t. XVI, 1901. 
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dans le cas actuel, d'où il résulte que p =1. La proposition que nous 
avions en vue se trouve par la même établie. _ | 

Or la première partie de la démonstration du n° 13, de laquelle il 
résulte que 5 est au moins égal à deux est absolument indépendante 
des résultats de Hürwitz : nous avons donc démontré à nouveau, par 
une voie toute différente, le théorème fondamental sur la représen- 
tation paramétrique des courbes algébriques des surfaces S. | 


Sur le cas hyperelliptique. 


16. Nous avons supposé dans les précédents Chapitres que la courbe 
fondamentale C liée à la surface S était une courbe générale de genre 
trois, non hyperelliptique. Le cas hyperelliptique présente des particu- 
larités qui méritent une étude spéciale. 

Toute courbe hyperelliptique de genre p peut étre transformée bira- 
tionnellement en une courbe plane de degré (p+ 2) possédant un 
point multiple d’ordrep : il est donc permis de supposer que la courbe C 
est une courbe du cinquième ordre avec un point triple o. Toute sécante 
issue du point triple rencontre la courbe C en deux points qui seront 
dits conjugués : c’est précisément la considération de la correspon- 
dance 3¢ associant à un point quelconque de € le point conjugué qui 
joue le rôle essentiel dans l’étude du cas hyperelliptique. 

Tous les couples formés de deux points conjugués définissent un 
même système de valeurs 4,, #,, 4, des arguments 


u—=G;(r, y) +G(z!, y), 

= G(x, y) + G:(x', Va) 

w= G,(x, y) + G(x!, y’), 
et l'on peut faire en sorte que uy =»), =#, = 0. I importe d’ailleurs 
de remarquer que le point (u,, ¢, #9) est un zéro double de la 
fonction 3(u, ¢, #). 


17. Nous supposerons que les coordonnées homogènes 


X;= 8;(u, , 5) (Ti T2,0, 0) 
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d'un point de la surface S ne s’annulent pas toutes pour 
peeves oO. (1): 


dans cette hypothése, ce systéme de valeurs des arguments définit sur 
la surface un point double, car, si l’on considère deux plans variables 
© = o et =o menés par ce point, la demi-période u=¢=w =o 
compte pour deux unités parmi les solutions du systeme 


I= 0; 6 = 0, 0. 


De même que dans le cas général, le genre géométrique de la surface 
est égal à sroës et le genre numérique à zero. | | 
Le degré du système canonique p”) n’a pas la même valeur que dans 
D ; : 
le cas général : le point u =v = # — 0 figure en effet parmi les solu- 
8 8 
tions du système À 


PA Sean 03 ne 03 it 03 x 
DU TN AC CA) Sr rame ds — VV — = 
FA) ‘Ou bat dy Ow é 
L:(u, s, æ) ‘leer ee 0 o- ) 
Be tie wy) À — > — = — 

2 ants 20u 2 de 2 div , 


J(u, 0) == 0; 


pour deux unités, ce qui réduit à quatre le nombre des points de ren- 
contre mobiles de deux courbes L, et L, du système canonique, d'où 


DU 


Nous déterminerons directement la valeur de Vinvariant pl", car 
nous sommes précisément dans le cas d'exception du théorème de 
M. Nother, les courbes du système canonique passant toutes par le 
pointu—=#—#w—o. 

La courbe générale L du système canonique possède, en dehors des 


trois intégrales fau, fas, far, trois autres intégrales de première 


(1) Lorsque le système de valeurs u = 9 = w — 0 annule les quatre coordonnées @;, il 
définit sur la surface, non pas un point, mais une courbe unicursale; il serait aisé, dans 
ce cas, d'introduire les modifications nécessaires dans les énoncés. 
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espèce, linéairement distinctes, de la forme 


_ 9, du 
Deo. 
D(r, w) 


@, étant une fonction théta du second ordre et de caractéristique 
nulle, s’annulant de plus pour u= ¢ = w =o. Dès lors 


p= 6. 


Il est utile de préciser le lien qui rattache le systeme canonique de 
la surface S à la courbe hypcrelliptique C. Si l’on choisit le point triple 
de cette courbe pour origine des coordonnées, les différenticlles abé- 
liennes de première espèce attachées à C prennent la forme 


La Yade py ae 
J ¥ 
2 dx 
83(2, 7 nde= Tr i; 


D’autre part, les intégrales doubles de première espèce de la surface 
ont pour tee générale 


[g2(%, ¥) 83(2', y) Rd 
=i) C2 is oy )aitz', Y')— 8 (x, VI LAL s yd] dx dr 
lama yA ei 


de la résulte que les courbes du système canonique sont définies par la 
correspondance suivante entre les points (x, y) et (æ’, y')de la courbeC: 


(xy'—ya')[hyy'’+ p(ay'+ ya) + vxx!] = 0, 
ou encore, après suppression du facteur étranger (ay’ — ya"), 


A+ u(t+t)+y—=o 
avec 


ev 


’ 4 J = 
D'où cette conclusion : Les courbes L du système canonique de la sur- 
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Jace S correspondent aux couples de points découpés sur la courbe C par 
deux sécantes en involution, issues de son point triple. 

Un cas intéressant est celui où l’involution est constituée par une 
sécante fixe oaa’ et une sécante variable om" : la courbe L se décom- 
pose alors en deux courbes distinctes ¢, et £, qui correspondent 
respectivement aux couples (a, m) et (a’, m'). D'après leur définition 
mème, les courbes de la famille ¢ correspondent point par point à la 
courbe C; elles sont d’ailleurs susceptibles d’une définition géomé- 
trique : si l’on remarque en effet que les sécantes issues du point 
triple de la courbe C correspondent univoquement aux tangentes à la 
surface S en son point double O, on en conclut que les deux coubes £ , 
et £ , admettent même tangente au point O, et par suite que la surface 
adjointe passant par ces deux courbes est tangente à la surface S en 
son point double. 

En résumé, les surfaces adjointes d'ordre m — 4 de la surface S qui 
lui sont tangentes en son point double découpent sur cette surface deux 
courbes distinctes de genre trois et de mêmes modules que la courbe fonda- 
mentale C. 

Si l’on suppose que la sécante oaa’ coincide avec l’une des tan- 
gentes ot à la courbe C issues de son point triple, la courbe £ , se 
confond avec la courbe £,. D'où cette conséquence : Jl existe huit 
courbes particulières du système canonique suivant chacune desquelles on 
peut circonscrire à S une surface adjointe d'ordre m-4. 


18. La représentation analytique des courbes de la famille ¢ présente 
des particularités spéciales au cas hyperelliptique. Envisageons encore 
le système 


Su, Vy #)=0, 


fl 
(1) | KY, XY; X,Y, 
| S(u+ Bidz, v+ &.dxr, w+ Beak =o, 
Xo Yo 


To Yo To Yo 
qui est équivalent à l’ensemble des deux systèmes 


u = Gi (Lo; Yo) + Gi(x, 7), 
(2) C = G: (To, Yo) + G2 (2, Y), 
| w— G3(T0 Yo) + G32, ¥), 
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et 
| u=— Gi(X:; Y,) —G,(X, Y), 
(3) 6 =— G.(Xi, Yi) — G(X, Y), 


He G; (Xi, Y;) Grp G;(X, 3 
Le systéme (3) peut encore s’écrire, dans le cas hyperelliptique, 


| u = Gifs, 71) + Gr, y), 
(3') 9 = Ga, Yi) + Gex, y), 
| w= G;3(%1, 71) + G3(2, Y), 


en désignant par (æ,, y,) le point conjugué de (X,, Y,); dès lors le 
système (1) définit sur la surface l’ensemble des deux courbes £ 9 et ¢, 
de la méme famille. Si l'on suppose que le point (x,, y,) tend vers le 
point (æ,, Yo), on parvient à la conclusion suivante : 


Dans le cas hypereiliptique, la courbe ¢ , de la surface S qui correspond 
aux couples de C formés d’un point variable et du point fixe (x,, Y,) 
peut être représentée par une équation de la forme 


S(u—À, v—p, w—v)=0, 


où À, u, y désignent des constantes, cette équation n'étant vérifiée par 
aucun point de la surface en dehors de la courbe considérée. 


Nous présenterons une dernière remarque relativement à la famille 
des courbes £. Considérons l’un des couples formés des points de 
contact de deux des tangentes à la courbe C issues de son point triple, 
et soit u;, v;, w, le système correspondant d'arguments, lequel est une 
demi-période des fonctions abéliennes de u, ¢, w. On sait que la 
fonction 

J(U+ U;, 0 + 0%, w+w;) 


est égale, à un facteur exponentiel près, à une des fonctions théta 


normales du premier ordre 3;; d’ailleurs cette fonction $; s’annule 
pour la demi-période 


==) = WO 


Donc les vingt-huit fonctions théta normales du premier ordre qui 
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s’annulent pour la demi-période qui est un zéro double de J (u,v, #) 
définissent respectivement sur la surface les couples de courbes ¢ qui 
correspondent aux combinaisons deux à deux des huit tangentes 
à C issues du point triple. 


19. Abordons maintenant l’étude des courbes algébriques tracées 
sur une surface S liée à une courbe de genre trois hyperelliptique. La 
première partie de la démonstration du n°7 subsiste sans modification 
dans le cas hyperelliptique ; en voici la conclusion : étant donnée une 
courbe algébrique quelconque T de la surface, on peut former une 
fonction rationnelle R(X, Y,Z) s’annulant le long de la courbe con- 
sidérée et, en outre, le long de la courbe 5 (à l'ordre de multiplicité 2), 
et devenant infinie le long d’un certain nombre de courbes £ ,, ..., Lo 
de la famille ¢ . 

Introduisons d’autre part la fonction rationnelle et symétrique 

Maya. 7)=| ae E 


(Jto— Ho) (¥'Lo— x yo) 


le point triple de la courbe C étant pris pour origine des coordonnées, 
et (xs, Yo) désignant un point quelconque de la courbe. Cette fonction 
s’annule lorsque les deux points (a, y}, (x’, y’) sont, ou bien confon- 
dus, ou bien conjugués l’un de l’autre, et elle devient infinie le long 
des deux courbes ¢,,,, et 4.4, (æ,,y,) désignant le point conjugué 
du point (a, y,). Or la correspondance 3% qui associe les couples de 
points conjugués de C définit, par hypothèse, sur la surface, non pas 
une courbe, mais un point. Des lors le produit 


: © OF gt a 
o( Le, œ) = 0 Lo an nm To Vo ao t= V7 Ow 


est une fonction de u, ¢, qui reste toujours finie sur la surface et qui 
n’admet pas d’autre ligne de zéros que la courbe 5 ('). 


(1) Il est aisé d’expliciter la fonction 9(u, v, w). D'après sa définition même, c'est, sur 
la surface, une fonction thêta da second ordre et de caractéristique nulle; elle s’annule 
d’ailleurs pour # = 9 = w = o à un ordre de multiplicité à qu'on peut déterminer de la 
manière suivante : la courbe 3 rencontre un plan quelconque mené par le point double O 
de la surface en 29 points confondus en O; or, a priori, elle possède huit branches passant 


Ann. Ee. Norm., (3), XXVI. — Mar 1909. 30 


234 L. REMY. 


Ceci posé, 1l est manifeste qu’en multipliant la fonction R (X, Y, Z) 
définie plus haut par un produit convenablement choisi de la forme 


[o(u, 9, w)]-?Y [£1 (4, 9; ml 2. [eh 6, mw) |%k, 


on peut former une fonction O(u, #,æ) qui reste finie sur la surface S 
et ne possède pas d’autre ligne de zéros que la courbe F. D'où cette 


conclusion : 


Toutes les courbes algébriques d’une surface S$ liées à une courbe de 
1 ellipti à À À ELLE ar 
genre trois hyperelliptique peuvent étre représentées INDIVIDUELLEMENT P 


une équation de la forme 


O(u,v,æ) —0, 


la fonction ® jouissant sur la surface des propriétés d’une fonction théta 
de u, 9, w et nes annulant pas en dehors de la courbe considerée. 


La contradiction apparente de ce résultat avec le théorème énoncé 
dans le cas général s’explique par le fait que la surface S possède dans 


par O, lesquelles correspondent aux tangentes à la courbe C issues de son point triple ; 
par suite 6 = 4. 

Ceci posé la fonction générale du second ordre et de caractéristique nulle 0 dépend 
linéairement de huit constantes arbitraires. Soient, d’autre part, 


J(u, +, w)= fau, v,æ)+fi(u, 9, w)+... 
el 
Ou, 9, w)= bot Wu, vo, w)+ biu, 9, w)+... 


les développements des fonctions 3 et 0 autour du point u =» = w =o, les f et les 4 
désignant des polynomes de degré égal à leur indice ;, pour que la fonction 0 soit infini- 
ment pelite d'ordre quatre au voisinage du point u =» = w = o sur la surface, il faut 
que 

Yo = 0, 


You, ©) w)= k flu, 6, w), 


k élant une constante, ce qui implique six conditions pour la fonction cherehée. Dès lors 
on en conclut qu’elle est nécessairement de la forme 


A p(u, 9, w)+ B[S(u, », w)]?. 


La fonction 9(w, », w) est précisément celle que nous nous proposions de déterminer, 
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le cas hyperelliptique un point fondamental correspondant à l’infinité 
des couples conjugués de la courbe hyperelliptique C. 


20. La formule du n° 10 relative au genre des courbes algébriques de 
la surface S ne saurait être appliquée sans modification au cas hyper- 
elliptique : il a été supposé en effet au cours du raisonnement, que la 
fonction 3(u, #, æ) ne possédait pas de zéro double vérifiant également 
l'équation de la courbe considérée 0, = o. 

Supposons donc que le point 


LUNA SS AE O 


annule la fonction ©, à l’ordre de multiplicité d. Pour que l'intégrale 


On du 
D (3, 9, ) 
D(s,w) 


reste finie au voisinage de ce point, il faut et il suffit que la fonc- 
tion ©,,, soit infiniment petite d’un ordre au moins égal à celui du 
D (5, @,) 
D (v, w) 
point fixe u = ¢ = w =o compte pour 2d? unités parmi les solutions 
du système 


dénominateur , c’est-à-dire d'ordre d. Dans ces conditions, le 


210, 6,0, 0,1 = 0. 


Le nombre y des points de rencontre mobiles de la courbe considérée 
avec son adjointe se trouvant ainsi diminué de 24°, on en conclut, 
d’après le théorème de M. Nother, que le genre de la courbe s’abaisse 
de d? unités. 

En résumé, le genre d’une courbe algébrique quelconque de la surface 
définie par l'équation ©, = 0 a pour expression 


p—3n(nr Fi) — a’, 


n désignant l’ordre de la fonction 6, et d l’ordre de multiplicité auquel 
elle s'annule au point u = =w — 0. 

Il convient de rappeler que la démonstration suppose que la fonc- 
tion ©, est prise arbitrairement, ou, d’une manière plus précise, qu’elle 
n’admet aucun zéro multiple en dehors du point u=9 = w =o. 


236 L. REMY. 


21. Quel est enfin le nombre des intégrales doubles distinctes de 
seconde espèce d’une surface S liée à une courbe de genre trois hyper- 
elliptique ? Considérons de nouveau une surface dont les coordonnées 
homogènes d’un point sont proportionnelles à quatre fonctions théta 
normales de caractéristique nulle et d'ordre k, lesquelles ne s’annulent 
à la fois pour aucun système de valeurs des arguments. 

Dans la formule fondamentale de M. Picard 


po=N+d—4p—(m—i)+a2r—(p--1), 


les éléments r, m et p conservent la même valeur que dans le cas 
général, savoir : 
== 0, 7 02. pHsh(h+1)+ 13 


d’autre part 
AN À 


La classe N de la surface est égale, d’après les considérations du 
n° 12, au nombre des solutions non fixes du système 


D105 
(1) Of, a ra yews Ti 6[6,.3,.— 0,22] — 0; 
0 [ a, ay a CARS al == [O, = Sd 8,7, | —0, 


qui ne sont solutions d’aucun des deux svstèmes 


te: 
(2) { 9 — 0, 

| =o, 

\ = — 0; 
(3) See, 


80! — 08, — 0. 


2 


Or, le point u=v = w =o compte, parmi les solutions du sys- 
(ome (1), pour deux unités, sans vérifier d’ailleurs aucun des sys- 
temes (2) et (3). La classe de la surface se trouve done diminuée de 
ce fait de deux unités dans le cas hyperelliptique et elle a pour expres- 
sion 

N=18A?+12h+ 4, 
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Enfin, le théorème du n° 13 relatif au nombre p n’est pas applicable 
immédiatement à la surface S dans le cas hyperelliptique, parce que 
la correspondance entre les points de la surface et les couples de 
points de la courbe de genre sroës C possède un point fondamental qui 
répond à l’infinité des couples formés de deux points conjugués. 

Considérons une autre surface S’ liée à la même courbe C, mais 
dont les coordonnées homogènes d’un point sont proportionnelles à 
quatre fonctions @'(4,v,æ) s’annulant à la fois pour 


i = Vi == v= 0", 


la correspondance entre la surface S’ et la courbe C ne possédant pas 
de point fondamental, le nombre 9’ est égal à 2. Or, d’après un théo- 
reme de M. Picard, les invariants relatifs b et 9’ de deux surfaces S 
et S’ qui se correspondent birationnellement sont liées par la relation 


panel Ee 


F désignant le nombre des points fondamentaux de la surface S. 
Dans le cas actuel 


d’où 
0 IN 
L'application de la formule fondamentale de M. Picard donne dès 
lors, dans le cas hyperelliptique, 


De 14, 


de même que dans le cas général. 

Donc : Les surfaces algebriques dont les points admettent une corres- 
pondance univoque avec les couples de points d’une courbe hyperelliptuque 
de genre trois non singulière possèdent quatorze intégrales doubles 
distinctes de seconde espèce. 


22. On peut établir ce résultat par une voie toute différente. Envi- 
sageons les six intégrales abéliennes distinctes de seconde espèce de 
la courbe hyperelliptique C, lesquelles peuvent être ramenées à la 
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f 31 dz 
EE) 
VP (2) 
. oa , ’ 
P(<) désignant un polynome du septième degré et l'exposant ¢ rece- 
vant les valeurs 0, 1, ..., 5; formons les intégrales doubles 


24 2! stg! 
dz dz' (GITE are a Pe 
É i waa Tac z 


D'après leur formation même, ces expressions sont des intégrales 
doubles de seconde espèce de la surface S; elles sont d’ailleurs au 
nombre de quinze. Mais on peut établir qu’elles ne sont pas distinctes 
au moyen d’une identité de Weierstrass qui est fondamentale dans la 
théorie des intégrales hyperelliptiques 


ra P(s) |- A P(z') |= Ue 59 
ANSE TE 3) VP(2) PC]  VP(s)P(x) 


U(z, 3’) étant un polynome en z, z’, défini par cette identité même et 
qui est du cinquième degré par rapport à z et par rapport à z’. Cette 
identité montre, en effet, qu’on peut former une combinaison linéaire 
à coefficients constants (non tous nuls) des expressions 


forme 


Qt 


(9 PRO, 2, 00 


qui se réduit à une somme de dérivées partielles, et, par suite, qu'il 
existe une combinaison linéaire des intégrales (1) réductible à la 


forme 
ah (sR +5 oy) axa, 


R et S étant des fonctions rationnelles des coordonnées X, Y, Z d’un 
point de la surface. 

On obtient donc par cette voie quatorze intégrales doubles de 
seconde espèce de la surface S, lesquelles sont distinctes si le poly- 
nome P(z) est pris arbitrairement. 

Toutefois cette démonstration ne précise pas le sens de l’expression 
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© 


« pris arbitrairement », tandis que nous avons établi par d’autres 
considérations que le cas d’exception est celui où la courbe hyperellip- 
üque u? = P(z) est une courbe singuliere. 


DEUXIEME PARTIE. 


SUR LES SURFACES ALGEBRIQUES LIÉES A UNE COURBE DE GENRE TROIS 
PAR UNE CORRESPONDANCE NON UNIVOQUE. 


23. La seconde partie de ce travail est consacrée à l’étude des sur- 
faces algébriques dont les points admettent une correspondance non 
univoque avec les couples de points d’une courbe algébrique de genre 
trois; nous nous bornerons d’ailleurs au cas où un point arbitraire de 
la surface © répond à deux couples de points de la courbe C. 

On obtient des surfaces de ce type en égalant les coordonnées non 
homogènes d’un point X, Y, Z à trois fonctions abéliennes paires 
D(u,v,æ), D(u,v,w), D,(u,p», w) des variables u, ¢, w, liées elles- 
mémes par la relation 


(IL, 4, $1) =O. 


car les deux systèmes d'arguments (4, 9, 7) et (—u, —v, — ) défi- 
nissent un méme point de la surface. Les deux couples correspondants 
(x, y}, (a, y’) et (X,Y), (X’, Y’) de la courbe C sont découpés sur 
cette courbe par une de ses adjointes d’ordre m—3, en vertu des 
relations 


[Ga(2, 7) + Ga(2', y')) + [Ga(X,¥)+Ga(X',Y)J=o (a=1,2,3). 


Réciproquement on peut établir que toute surface algébrique 2 dont 
les points admettent une correspondance (1, 2) avec les couples de 
points d’une courbe de genre trois C est nécessairement de ce type. 

Envisageons à cet effet une surface S dont les points correspondent 
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d’une manière univoque aux couples de points de la courbe consi- 
dérée C. A tout point m de S correspond un point x de X, mais à tout 
point w de À correspondent deux points m, m' de S; dès lors, la cor- 
respondance (7, m') définit une transformation birationnelle de la 
surface S en elle-même. II suffit donc, pour démontrer la proposition 
énoncée, d'établir qu’il n’existe pas d'autre transformation biration- 
nelle de la surface S en elle-même, que celle associant à un point 
(u,v,w) le point conjugué (— 4, — 9, — w). 

Soit done une telle transformation associant au point m(X, Y, Z), 
d'arguments uw, 9, , le point m'(X’, Y’, Z’) arguments wu’, ¢’, w’. On 


a sur la surface 
aid Xe Nad ve 


dy! —M,dX' +N, dY!, 
dw! — M, dX'+N,dY’, 


M; et N, désignant des fonctions rationnelles de X’, Y’, Z’. 
Par hypothèse X’, Y’, Z’ sont des fonctions rationnelles de X, Y, Z, 


dés lors 
du' =P, dX + Q, dY, 


de’ = PP, dX + O;dY, 
n= PS aX + Q, dy, 


P; et Q; désignant des fonctions rationnelles de X, Y, Z. 
FI ’ / » / ° 2, 
En d’autres termes, fau ; fae, [dee sont des intégrales de diffé- 


rentielles totales de première espèce de la surface S et, par suite, elles 
sont nécessairement des combinaisons linéaires des trois intégrales 
© 


fau, fa. [de : 


= 
( Ue = 1 y,U + Tio9 + Tia + TH, 
(1) ( O = To, Tag 0 + Tey + Tes 


LE 
MTL =i T 39 © =m 33 W + Ts. 


Envisageons (autre part le Tableau des périodes des intégrales 
considérées 


O, I, O, os A9, A235 
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et faisons décrire à la variable d’intégration un contour fermé tel que 
les intégrales u, », æ s’augmentent respectivement d’un de leurs sys- 
tèmes de périodes simultanées : de leur côté wu’, ¢, sw’ doivent 
reprendre leurs valeurs initiales, @ une période pres; il existe donc des 
enticrs 2, g et H, G, tels que 


= 
Tiel Shy + > Sit Ck 
Î 


DE aye Ayet+ De Gj ax; 


J ] 


Ces équations sont précisément celles qui se présentent dans la 
théorie des correspondances de Hurwitz. Nous avons reconnu précé- 
demment (n° 6) que, dans l'hypothèse où les fonctions abéliennes 
considérées ne dérivent pas d’une courbe singulière, ces équations 
exigent que 


hy = he Nigg= Gis = Gag = Gy 
et que tous les autres entiers 4, g et H, G soient nuls. Par suite 
Tri Toa — Te335 


alors que les autres constantes 73, sont nulles, et les équations (1) 
prennent la forme 
LRU + Ti, 


r 


: 2 : 4 \ / CR. ID ‘or 70 | 
Ceci posé, soient (a, y), (æ’, vy’) et (& 4), (&, 9’) les deux couples 
? L / LE A 
de points de la courbe de genre trois G qui répondent respectivement 
aux deux points (u, 9, æ) et (w, #°, #”) de la surface S : il résulte des 
relations précédentes que 


gate, n) di + ga(Ë, 0) dé =m ga(x, ÿ)de +m Sala, y') da 


(der 2,5) 


Or, dx et dw’ étant arbitraires, ces trois équations exigent que 
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les deux déterminants 


&1(2, 9°) gilz',y) 81(€, 0) 
gt, X) gra, y') 82(8, 7) 
FAC este, PF) Baka) 
et 
Bilt y) BZ, Biss ao 
82(%) 7) &2(2', F9) Bes 7) 
( 


&3(2, ¥) S3 2) g3(6, 7) 


soient nuls, ce qui exprime précisément qu'il existe une adjointe 
d'ordre m— 3 à la courbe C : 


À 812, Y) + get, ¥) +A E3(2,Y) =0 
passant par les quatre points : 
(æ, Yh (Cae ys + 1} (ee # 


D'où cette conclusion : Les surfaces S derivant d'une courbe de genre 
trois non singulière ne possèdent pas d'autre transformation biration- 
nelle en elles-mêmes que celle associant les points conjugues. 

Dès lors : St une surface algébrique Ÿ admet une correspondance (1, 2) 
avec les couples de points d'une courbe de genre trois non singulière, les 
deux couples de points de la courbe qui correspondent à un méme point de 
la sur face sont nécessairement les points de rencontre de cette courbe avec 
une de ses adjointes d'ordre m — 3. 

On peut d’ailleurs supposer que la courbe C est une courbe plane 
du quatrième ordre (sauf dans le cas hyperelliptique) : les deux 
couples de C homologues d’un mème point de Y sont alors situés sur 
une mème droite. ù 


Sur le genre des surfaces ©. 


24. De même que les surfaces générales S, les surfaces © possèdent 
trois intégrales doubles de première espèce 


[| du dy, i dv dw, [fo du, 
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mais elles ne possèdent manifestement aucune intégrale de différen- 
tielle totale de première espèce : 


Les surfaces X sont donc des sur faces régulières de genre trois. 


On établit, par la même méthode que précédemment, que les inva- 
riants de M. Nother ont pour valeurs, dans le cas des surfaces }, 


PO =3 Cla pean. 


Les propriétés géométriques du système canonique des surfaces Y 
rappellent de trop près celles des surfaces S pour qu'il y ait lieu de 
nous y arrêter ('). Nous nous bornerons à énoncer les résultats sui- 
vants : 

Toute surface adjointe d’ordre m — 4 tangente à la surface È découpe 
sur elle une courbe £ de genre trois et de mêmes modules que la 
courbe fondamentale C. L’enveloppe de la famille des courbes ¢, 
d’une part, et le lieu géométrique de leur point double, d'autre part, 
sont également deux courbes de genre trois et de mêmes modules 
que C. 


Sur les courbes algébriques tracées sur une surface £. 


25. Envisageons en même temps une surface S admettant une cor- 
respondance univoque point par couple avec une courbe de genre 
trots et une surface ¥ admettant une correspondance (1, 2) avec cette 
même courbe : à toute courbe algébrique C de la surface S correspond 
une courbe F de la surface ¥, et réciproquement à toute courbe F de 
Ja surface Ÿ correspondent deux courbes C. et C’ de la surface S, les- 
quelles peuvent d’ailleurs coincider. 

D’après le théorème fondamental du n° 8, étant donnée une courbe C 
de la surface S, il est possible de former une fonction 9(u, 9, ~) jouis- 
sant sur la surface des propriétés d’une fonction théta, s’annulant le 
long de la courbe considérée et peut-être aussi le long de Pune ou 
l’autre de deux courbes déterminées &, et £,. 


(1) Voir notre Mémoire Sur certaines surfaces alzébriques liées aux fonctions abé- 
liennes de genre trois (Journal de Mathématiques, 6° série, t. IV, 1908). 
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Ceci posé formons le produit 
O(u,v,w)—=6(u,e,w)0(—u, —¢, — ) EN mA 


en désignant par à l'ordre de multiplicité auquel la fonction OCu,v,w) 
s’annule le long de la courbe £ , (ou £',), et par à, la fonction 


ie 
lo TS (u, p, w) + 70 ETC P, æ) + Fea oe p, 1), 


D’après sa formation même, la fonction O(u, ¢, 7) n'est jamais infi- 
nie sur la surface Z et ne s’y annule que le long de la courbe consi- 
dérée T; de plus c’est une fonction paire ou impaire (car la fonction 3, 
est impaire ). 

Nous pouvons done énoncer le théoreme suivant, qui peut servir de 
point de départ pour l’étude des courbes algébriques de la surface : 


Toute courbe algébrique tracée sur une surface À non singulière peut 
étre représentée par une équation de la forme 


O(u,v,w) —0, 


© désignant une fonction paire ou impatre qui jouit des proprietés d'une 
fonction théta de u, v, w sous la condition 5 (u, 9, w) = 0. 


L'étude des courbes algébriques des surfaces Y se trouve donc nota- 
blement simplifiée, grace à cette circonstance que les multiplicités £ , 
et ¢), distinctes sur les surfaces S, se recouvrent l’une l’autre sur les 
surfaces X. 


26. Les propriétés des systèmes linéaires de courbes tracées sur la 
surface découlent des propriétés des fonctions théta de trois variables; 
il suffit d'ailleurs de considérer les fonctions théta normales, puisque 
les courbes de la surface & sont définies par les fonctions O(u, ¢, w) 
de parité déterminée. Nous rappellerons d'abord quelques propriétés 
des fonctions théta normales de genre érois. 

Soit un tableau normal de périodes 


I, 0, 0, its Ass di3s 
0, 1, O, is ar, Ass 


O5 O0, Ty, G31, G32, As 
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dans lequel on suppose 


Aik = Aie 


On appelle fonction théta normale d'ordre n une fonction uniforme, 
entière de u, ¢, æ, vérifiant les relations 


O(u+1, 9°, Vv) a= enr) 6) (ue, #0), 
O(u, PC +1, w) Sack (us 0, 60), 
O(u, ’, Hi) est O(u, v, wv), 


Ou + a, 0 + dis, V + ais) = CUT Ou, pv, we 


EVE 
meer 


O(u + 21, 0 + Aus, W + G23) = eve Ot, ?, wie 
; —nw — 
O (+ au P + Aga, V+ ay) SEL” Qu, p,w)e 2 
Cpe es Nis Yas 1, Gesignant.o OUT. 
L’ensemble des six nombres 


Nis Thay TN3y 


est dit la caractéristique de la fonction théta ; la caractéristique est dite 
nulle si les six nombres sont nuls. D'après cela il existe 64 caractéris- 
tiques différentes ct, par suite, 64 systèmes de fonctions théta nor- 
males d’un ordre donné. 


Fonctions théta du premier ordre. — Parmi les 64 fonctions thèta nor- 
males du premier ordre, 36 sont paires et 28 sont impaires : chacune 
s’annule pour 28 demi-périodes, c’est-à-dire pour 28 systèmes de 
valeurs de w, », æ compris dans les formules 


. ai 42 A113 
eagle Pisin QE ET» 
2 2 
. Aa Aa da3 
vy = MTI+Pp— +q +r—, 
2 2 2 
. A314 A39 33 
Mime TET cia Dien 9S apr 
2 


CL Wil; Its Ds eae O OU 1)s 


Fonctions théta d’urdre impair. — Pour chacune des 64 caractéris- 
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3 . À Ory = ; 
tiques, il existe = = fonctions de même parité que la fonction 3; du 


AE: EC , ES 
premier ordre et de la mème caractéristique ; chacune d’elles s’annule 


pour les 28 demi-périodes qui sont des zéros de 3;. 
© 


Oe elles s’annulent 


a) 
9 


Il existe fonctions de parité contraire à 


. Pe . nae ee. 
toutes pour les 36 demi-périodes qui ne sont pas des zéros de S;. 


Fonctions théta d'ordre pair — Ce cas se subdivise en deux suivant 
que la caractéristique est nulle ou non. 


wa: ne+8 
Les n° fonctions de caractéristique nulle comprennent 


fone- 


pI 
: fonc- 


4 


tions paires ne s’annulant pour aucune demi-période, et 

lions impaires s’annulant pour les 64 demi-périodes. 
. . . . RER 

Pour chacune des 63 caractéristiques non nulles, il existe — fonc- 


: 5 De é é : 4 à f ua 
tions paires et — fonctions impaires. Soit ©; la fonction du premier 
ordre et de la même caractéristique, et 3 celle du premier ordre et de 


RE ne 2 * ve 
caractéristique nulle : les — fonctions de même parité que le pro- 


duit (3,5) admettant pour zéros les 32 demi-périodes qui annulent 
: Tipe : +. 
une seule des deux fonctions S; et S; et les = fonctions de parité con- 


traire au produit(®;%) s’annulent pour Jes 32 autres demi-périodes. 


27. Dans l'étude des courbes algébriques d’une surface ¥, il importe 
de remarquer que certaines combinaisons linéaires des fonctions 
théta sont identiquement nulles sur la surface, en vertu de la relation 


J (a0, 0, Pe) == 0; 


Le nombre ¢ des paramètres homogènes dont dépend le système 
linéaire défini par une équation de la forme O,(u,v,#)—o n'est 
donc pas égal au nombre des fonctions thèta de trois variables, 
d'ordre n, de caractéristique et de parité données, linéairement dis- 
tinctes, car ces fonctions comprennent les produits de S(u,¢,) par 
une fonction 0,_,, d’ordre n — 1, de même caractéristique et de méme 
parité que 6,; en fait, le nombre à est égal à la différence du nombre 
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des fonctions 0, linéairement indépendantes ét de celui des fone- 
tions ©, ,. | 
_ Différents cas sont à considérer suivant la caractéristique et la parité 
de la fonction 6,; voici les résultats : 

La série linéaire de courbes définies par l'équation ©,(u, +, ) = 0 
dépend d'un nombre de parametres homogènes 


= a +k; 


où n désigne l'ordre de la fonction théla et K une constante numérique 
ne dépendant que de la caractéristique et de la parité de la fonc- 


tion ©, ('). 
Les valeurs de la constante K sont données par le Tableau suivant : 


O, est de caractéristique nulle. 


La fonction ©, et l’entier n sont de même parité ...... K=4 
La fonction 0, et Pentier z sont de parité contraire... K——3 


@, est de caractéristique non nulle. 


Le produit (3,0, ) et l’entier z sont de même parilé.... K—o 
Le produit (3;0,) et l’entier z sont de parité contraire. K—1 


(3; désigne la fonction du premier ordre et de même caractéristique que 6, ). 


On peut disposer des coefficients de la fonction 6, de manière 
qu’elle admette pour zéros multiples certaines demi-périodes | prises 
parmi les zéros de $(u,e,æ)] : il nous sera utile de connaitre le 
nombre des conditions linéaires qui expriment qu’une demi-période 
(a, 9; w,) est un zéro d'ordre s; pour la fonction 6,. 

On a, au voisinage du point (u,,6,,#,), 


S(u, 9, ) = a,(u — uy) + a,(¥ — 1) + a3(W — 4) +...=0, 
d’où, en résolvant par rapport à (4 — w, ), 


(5) Ww — = S(u— Us Ve — Fi), 


(1) Cette formule n’est pas valable pour n =1. 
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S désignant une série entière et impaire en (u— u,) et (v—v,). 
Ceci posé, deux cas sont à distinguer : 
1° Si la fonction 6, ne s’annule pas normalement pour la demi- 
période u,, »,, æ,, elle est nécessairement une fonction paire de 


(u —u,), (¢= 9), ( — ,), et son développemement est, en vertu 
de (1), de la forme 


0,= bo + b(u— u,)?+ bu — uy) (9 — 0) + be — mn) +... 


Le nombre des conditions linéaires qui expriment que &,, ¢,, #, est 
un zéro d’ordre (2r) pour 6, est done égal a 


1+3+...+(2r—1) = 7% 


20 Si la fonction O6, s’annule normalement pour la demi-période 
(u,,9,,%,), elle est nécessairement une fonction impaire de (u — u,), 
(¢ —¢,), (æ — #,), et son développement est de la forme 


@,—= c,(u — w,) + c2(¢ — 1") + ¢3(u — 0) +... 


Le nombre des conditions linéaires exprimant que w,,¢,, 6, est un 
zéro d’ordre 2g + 1 pour 6, est donc égal a 


2+4+...+929=q(q +1). 


Sur le genre des courbes algébriques tracées sur une surface %. 


28. Soit une courbe algébrique quelconque de la surface Ÿ définie 
par l'équation 
O,(u,#,w) == 0, 


@, étant, sur la surface, une fonction théta d'otdre n, de caractéris- 
tique quelconque, paire ou impaire; proposons-nous de déterminer 
le genre de cette courbe. 
De même que précédemment, nous formerons d'abord une intégrale 
abélienne de première espèce attachée à la courbe @,—o. Si l’on 
AQ] aes ag yi , \ , 2 
désigne par X, Y, Z les coordonnées non homogènes d’un point de la 
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courbe, on a le long de cette courbe 


H du 
NIET 
D(¢, æ) 
en posant 
H ests D(X, “À O,) 


D(u, 9,7) 


La fonction H (wu, 9, æ) joue, pour les points de la courbe 0, = 0, le 
méme role qu’une fonction théta d’ordre (7 + 1) de méme caractéris- 
tique que 0,, mais de parité contraire. Si done on désigne par 0,,, 
une fonction quelconque d’ordre (7 +1), de même caractéristique 
que ©, et de parité contraire, l'intégrale 


et On+1 du Le 0,1 
Perrine 
: D (v, ) 


est une intégrale abélienne attachée à la courbe O6, — o. 
On démontre, par un raisonnement déjà employé, que cette inté- 
grale est de première espèce dans l'hypothèse où 6, désigne la fonction 


générale d'ordre n, d’une caractéristique et d’une parité données. 


Combien cette forme donne-t-elle d’intégrales linéairement dis- 
tinctes? Nous avons déterminé, dans la section précédente, le nombre 
des fonctions thêta d’ordre (2 +1), de caractéristique et de parité 
données, non identiquement nulles sur la surface; mais, parmi ces 
fonctions, il en est rots qui sont identiquement nulles sur la courbe 
O,= 0 : à savoir les produits 

03 03 03 
LES res ee 
Ou dv Ow 
Dès lors, le nombre & des intégrales|I linéairement distinctes est 


donné par la formule 


ee TE) R K —3. 


2 


On peut démontrer, au moyen du théorème de M. Nôther, que ce sont 
bien 1A toutes les intégrales de première espèce de la courbe consi- 


9 
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dérée. A cet effet, déterminons le nombre v des points de rencontre 
mobiles de la courbe @,—o avec son adjointe 6,,, = 0, lequel est 
égal à la moitié du nombre des solutions non fixes du système 


SE 0, 0,—= 0, 670: 


Ce système admet au total 6n(n + 1) solutions, dont il faut déduire 
les solutions fixes, à savoir les « demi-périodes annulant à la fois 5, 
O6, et 0,,,. 

La détermination du nombre o dans les différents cas ne présente 
aucune difficulté, si l’on se reporte au Tableau des zéros des fonctions 
thèta de trois variables (n° 26). Voici les résultats : 


@, est de caractéristique nulle. 


La fonction ©, et l’entier n sont de même parité...... 5 GES 
La fonction 6, et l’entier x sont de parité contraire.. .. a—28 


@, est de caractéristique non nulle. 


Le produit (3,0,) et l’entier n sont de même parité... g —10 
Le produit (3;6,) et l’entier n sont de parité contraire... o—12 


(3; désigne la fonction du premier ordre et de même caractéristique que ®, ). 


Il convient d’ailleurs de remarquer que, dans tous les cas, les demi- 
périodes annulant à la fois 5 et @, sont les mêmes que celles annulant 
à la fois S et @,,.,. 

En résumé, le nombre v des points de rencontre mobiles de la courbe 
considérée avec son adjointe a pour valeur 


pee DO ESS 
= - : 


À na 2 ? à LAP : Aa 
Dès lors, pour s’assurer que les intégrales | comprennent toutes les 
intégrales de première espèce de la courbe 0, = 0, il suffit de vérifier 
l'égalité suivante dans les quatre cas distingués précédemment : 


; v= 2(o—1), 
c’est-à-dire 


ne (E +K—3)—1|, 


2 
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ou encore — 
4K + 5 —= 16. 


Cette vérification est immédiate d’après les valeurs de K et de o don- 
nées-aux n® 27 et 28. 


29. Nous avons supposé jusqu’ici que la courbe algébrique considé- 
rée était la courbe générale de la série linéaire définie par l’équa- 
tion ®, = o : il nous reste à examiner le cas où la fonction ©, admet 
certains systèmes de valeurs des arguments pour zéros d’ordre de mul- 
tiplicité s;. Un tel système définit sur la courbe @,— 0 un point mul- 
tiple à s; branches ; en effet, d’après les développements 


S(u,v,w)—=a(u—u;)+b(r—v;)+c(w—w)+d(u—u)Ÿ+...—=0, 
0,(u, 7, 7) = A(u—u;)it+ B(u — u;)1*(9 — 7) +...= 0, 


les développements des coordonnées d'un point de la courbe au voisi- 
nage du point u;, #;, ; sont de la forme 


Xe ale = Del 


S désignant une série entière. 
Il convient de distinguer parmi les zéros multiples de 6, les demi- 
périodes qui annulent la fonction Su, 0, æ). 
Soit w;, #, æ, une telle demi-période, annulant la fonction 0, 
à l’ordre s; de multiplicité : pour que l'intégrale 
0,4; du 
D(3, 9,) 
D(e,w) 


reste finie au voisinage du point u;, %, i; il est nécessaire que la fonc- 
tion O,4, y soit infiniment petite d'ordre (s;— 1) au moins. Mais, 
d’après une remarque précédente, les demi-périodes annulant 3 et 0, 
sont les mémes que celles annulant S et 6,,,, et, par suite, l’ordre de 
multiplicité du zéro &;, v;, w; est de même parité pour 6,,, que pour 6, : 
on en conclut que &;, P;, %; doit nécessairement ètre un zéro d'ordre s; 
pour la fonction 6,:.. Le nombre total des conditions linéaires (') im- 


(1) Ces relations Jinéaires pourraient n’étre pas toutes distinctes, auquel cas l’abaisse- 
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posées de ce fait à la fonction 0,41, c’est-à-dire l’abaissement du genre, 
a donc pour expression 


Bri 2 q(g +1): 


Enfin si la fonction @, s’annule à l’ordre s; pour un système de va- 
leurs u;, ¢;, #; des arguments qui n’est pas une des demi-périodes an- 
nulant S(4, ¢, w), il faut et il suffit, pour que Vintégrale considérée 
reste finie en ce point, que la fonction @,,, y soit infiniment petite 
d'ordre (s;— 1), ce qui entraine un nombre de conditions linéaires 
égal à 

Sÿ(S5— 1). 
2 


Voici donc le théorème général auquel conduit l’analyse précédente : 


Le genre d’une courbe algébrique quelconque de la surface X, définie 
var l’équation 0,(u, 9, &) = 0, a pour expression 


PT ye 


où l’on désigne par : 


n l'ordre de la fonction O,; 
274; Das ss (29, + 1), (292 +1), … les ordres de multiplicité des séros 
de 0, qui font partie des vingt-huit demi-périodes annulant 3(u, v,); 


er —————_ ——Ù——————— 


ment du genre serait inférieur à [=r?+- Zq(q +1)]. Cette objection peut être écartée à 
l'aide du théorème de M. Nother. En effet, le nombre v’ des points de rencontre mobiles 
de la courbe particulière 0, = o avec son adjointe est au plus égal à 


o Le = Lf 
v' = 3n(n+1)— LG} + Z(2q +1}] 


An 5 
= 3n(n+1)— 2[E2r2+Eg(q +1)]— =» 
2 

tandis qu'on a pour la courbe générale 


x RS 
V=Sn(n+I)— -; 
2 


! 
’où l’ , 1nhaice Et LR Sar VEN 
d'où l’on conclut que l'abaissement du genre, qui est donné par la différence —— , est au 
° , \ x 
moins égal à 
Zr?+ 2q(q +1). 
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Si» Sy, ... les ordres de muluplicité des autres zéros multiples de 0, ; 
K enfin une constante numérique qui dépend de la caracteristique et de 
la parité de la fonction 0,, et dont les valeurs ont été données au n° 27. 


Il résulte en particulier de la formule précédente que les courbes dé- 
finies sur la surface & par les soixante-trois fonctions théta du premier 
ordre et de caractéristique non nulle sont de genre un, et que les 
courbes du système canonique sont de genre quatre. 


Sur le nombre des intégrales doubles de seconde espèce 
des surfaces %. 


30. Nous nous proposons de déterminer la valeur de l’invariant p, 
pour les surfaces = par la méthode déjà exposée pour les surfaces 5. 
Envisageons une surface X définie en coordonnées homogènes par 


les équations 
DL, Vy 7) 0, 


X;= 0;(u,¢, #) (=, 2,04), 


où les @; sont quatre fonctions théta normales d’orde 2, de caractéris- 
tique nulle, et de même parité que Ventier 2, qui ne s’annulent à la 
fois pour aucun système de valeurs de wu, 9, w. 

Les vingt-huit demi-périodes &;, 9%, w: annulant S(u, 9, æ) défi- 
nissent des points doubles de la surface; en effet les fonctions @;, ne 
s’annulant point pour la demi-période &;, 65, i, admettent au voisi- 
nage de ce point des développements suivant les puissances paires 
de (u—u;), (Vv — 9%), (w — wi), d’où l’on conclut aisément qu’une 
droite menée par le point (u,, v;, w;) de la surface E, a, avec celle-ci, 
deux intersections confondues au point considéré. Dès lors 


lal == 25; 
D’autre part, 
i=l 
3h(h+1) 
Pp =—— +); 
ie 0. 


Pour déterminer la classe N de la surface, on considère les solutions 
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propres du système d'équations 


00 00 
® Ou _ o 
ko UN 
du dv 


ces solutions sont au nombre de 6(34? + 2h +1), deux à deux égales 
et de signes contraires; mais il faut en déduire les vingt-huit demi- 
périodes annulant S(u, ¢, æ), auxquelles il ne correspond pas de plan 
tangent proprement dit. La classe de la surface a donc pour expression 


_ 6(8h? + ah +1) — 28 


N =—oh?+6h—11. 


Enfin la valeur du nombre ¢ se déduit immédiatement du théoréme 
général sur les courbes algébriques tracées sur la surface X (n° 25). 

Soient en effet deux courbes algébriques quelconques C,, C, de la 
surface À, représentées par les équations 


0,(u, v,æ)—=0o et bu, v,w)—=o, 
respectivement d'ordre n, et n,. Le quotient 


( 6, DE 
( 6, ys 


est, sur la surface, une fonction sextuplement périodique de &, #, w: 
c’est donc une fonction rationnelle des coordonnées X, Y, Zd’un point 
de la surface. Dès lors, l'expression 


Log 


(CAL 


est une intégrale de différentielle totale de troisième espèce ne possé- 
dant pas d’autre courbe logarithmique que les courbes C, et Cy. 


On a donc pour toute surface Ë non singulière et sans courbe excep- 
tionnelle p = 1. 


Dés lors, application de la formule fondamentale de M. Picard 


Ppo=N+d—hp—(m—;)+2r—(p—1) 
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SIT 
Or 


donne, pour la surface considérée, 
Do 14: 


L’ingariant p, a donc la méme valeur pour les surfaces X que pour les 
surfaces S. 


Sur le cas hyperelliptique. 


31. Les particularités des surfaces X, spéciales au cas hyperellip- 
tique, rappellent celles exposées précédemment pour les surfaces S. 

Le point w=v—=w=o, qui est un zéro double de la fonction 
S(u, »#,w) dans le cas hyperelliptique, définit un point quadruple O de 
la surface © (dans l'hypothèse où il n’annule pas les quatre fonctions 
coordonnées); en effet, si l’on considère deux plans variables © =o 
et 8 =o menés par ce point, la demi-période u = » = w = o compte 
pour 2 <2 x 2 unités parmi les solutions du système 


=O, 0 — 0, DO, 


d’où l’on déduit qu’une droite, menée par le point O de la surface EX, a, 
avec celle-ci, quatre intersections confondues au point considéré. 

Les surfaces E dérivant d’une courbe hyperelliptique sont des sur- 
faces régulières de genre trois; mais leurs invariants p“) et p® n'ont 
pas la même valeur que dans le cas général : on établit aisément que 


plii—= et Pos OF 


Les courbes du système canonique correspondent aux couples dé- 
coupés sur la courbe du cinquième ordre C par deux sécantes en invo- 
lution issues de son point triple; elles comprennent en particulier la 
famille des courbes £ qui correspondent aux couples de C découpés 
par une sécante fixe oaa’ et une sécante variable omm'. D’après leur 
définition même, les courbes ¢ correspondent point par point à la 
courbe C: toutefois cette conclusion se trouve en défaut pour les huit 
courbes particulières A qu’on obtient en faisant coincider la sécante 
oaa avec l’une des tangentes of à la courbe C issues de son point 
triple; en effet les points a et a’ étant confondus, les couples conju- 
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gués am et am ne sont plus séparés analytiquement et la courbe A de 
la surface correspond d’une manière univoque, non plus aux points de 
la courbe C, mais aux sécantes menées par le point triple : elle est 
donc unicursale. 

En définitive, cl existe huit surfaces adjointes d'ordre m— 4 circon- 
scrites à la surface E le long d’une courbe unicursale À. 

Voici encore une propriété des courbes A qui découle de leur cor- 
respondance avec C: si l’on considère sur l’une de ces courbes les 
sept points d’intersection des autres courbes A, ainsi que le point qua- 
druple de la surface, les huit points en question ont mêmes rapports 
anharmoniques que les huit tangentes a C issues de son point triple. 


32. La représentation analytique des courbes algébriques de la sur- 
face X ne présente pas de particularités spéciales dans le cas hyper- 
elliptique. Toutefois la formule du n° 29, relative au genre de la courbe 
algébrique définie sur la surface par l’équation 0,— 0, doit être com- 
plétée lorsque la fonction 0, s’annule, à l’ordre de multiplicité d, pour 
la demi-période 

uf =F =O 
qui est un zéro double de la fonction S(u, °, w). 
Pour que l'intégrale 
0,1 du 
D(3,0,) 


D(¢, w) 
reste finie au voisinage du point u= 9 = w = 0, il faut et il suffit que 
la fonction 0,,, soit infiniment petite, d’ordre au moins égal à celui du 
dénominateur, c’est-à-dire ad. Or les fonctions 0,,, et 0, sont de pa- 
rité contraire : il en est donc de même des ordres de multiplicité de 
leur zéro commun u = 6 = w = 0, et, par suite, la fonction 0,,, est 
nécessairement d'ordre (d +1) en ce point. 

Évaluons le nombre des conditions linéaires imposées de ce fait à la 
fonction 0,,,. Supposons d’abord la fonction 0, wmpaire et s’annulant à 
l'ordre d= 2m + 1 pouru=v=#— 0; on a, autour de ce point, des 
développements de la forme 


Ju, v,æ)= fu, r,w) + f,(u, 9,7) +...=0, 
Gril, 0, #) = Boe Bou, v, yo 
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les f et les F désignant des polynomes homogènes de degré égal à l’in- 
dice. 

Pour que 0,., soit d'ordre 2m + 2, eu égard à la relation 


Sw, v, 4) =o} 
il faut et il suffit que 
Ho; 
F.= f2 90, 
F,— frQo= Soha 


es A Oo carers ania Dons fs G2m—2 


les © étant des polynomes arbitraires de degré égal à leur indice, ce 
qui implique pour la fonction 9,,, un nombre de conditions égal à 


DIGENE _— 


Dans le cas où la fonction 0, est paire et d’ordre d= 2m pour 
u=e = w =o, on établit de la même manière que le nombre des con- 
ditions imposées de ce fait à la fonction 9,,, est égal à 


Vom 


D Gv—1)— 


HR 


d(d-+1) 
rer 


En résumé, lorsque la fonction 4, admet le point u=¢—=w =o pour 
zéro d’ordre d, l’expression du genre de la courbe 9, = o est diminuée 
d(d+1),, 

2 ( a. 

Done: Le genre de la courbe définie sur une surface X par l'équa- 

tion 0,(u, 9, æ) = 0 a pour expression, dans le cas hy perelliptique, 


du terme 


p= 4k 3 |2r + 2g(q +1) -sG=))| 


dta+1) 


2 


d désignant l'ordre de multiplicité auquel la fonction 6, s’annule pour le 


(1) On vérifie l'indépendance des conditions linéaires imposées à la fonction 0,+4, au 
moyen du théorème de M. Nüther; le point u = » = w = o diminue en effet de d(d +1) 
unités le nombre des points d’intersection variables des courbes 9, = o et 8n41= 0. 
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zéro double de S(u, 9, w), et les autres lettres ayant la méme significa- 


tion que dans le cas général é 


33. Quelle est enfin la valeur de l’invariant ¢, pour les surfaces algé- 
briques ¥ dont les points admettent une correspondance (1, 2) avec les 
couples de points d’une courbe de genre trois, hyperelliptique? 

Si l’on désigne respectivement par 


= (io, ths es) 


gi(z) ds = 


les six différentielles abéliennes distinctes de seconde espèce attachées 
à la courbe hyperelliptique de genre trois C, d’équation 


Z=P(2), 
les expressions 


(1) [ [gi(s) 2(2') — gn(4) 8:(2)] ds ds’ CG R220, 1, 222200 
présentent les caractères d’une intégrale de seconde espèce ; d’ailleurs 
elles restent invariables lorsqu'on remplace respectivement les deux 
points (z, Z) et (s’, Z’) par leurs conjugués hyperelliptiques (z, — Z) 
et (z', —Z’); dès lors ce sont des intégrales doubles de seconde espèce 
de la surface X. 

Les combinaisons de la forme (1), au nombre de quinze, donnent au 
plus quatorze intégrales distinctes, en vertu de l'identité fondamentale 
de Weierstrass; elles en donnent effectivement quatorze dans l’hypo- 
thèse où la courbe n’est pas singulière, d’après les considérations ex- 
posées à propos des surfaces S. 

Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant : 


L'invariant 0, est égal à quatorze pour les surfaces algebriques dont les 
points admettent soit une correspondance univoque, soit une correspon- 
dance (1, 2) avec les couples de points d’une courbe de genre trois, géné- 
rale ou hyperelliptique, mais non sin guliere. 
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CLASSE DE SURFACES ALGEBRIQUES; 


Par M. L. REMY. 


Dans un Mémoire précédant celui-ci dans ces Annales, j’ai déterminé 
la valeur de l’invariant relatif ¢ de M. Picard pour les surfaces qui 
représentent les couples de points d’une courbe algébrique, supposée 
non singulière; je me propose d’en déduire le nombre g, des intégrales 
doubles distinctes de seconde espèce des surfaces algébriques de cette 
classe par une généralisation de la méthode déjà indiquée dans le cas 
particulier d’une courbe de genre tros. 


I 


1. Soit une courbe algébrique C, de genre p et d’équation /(w, y)=0, 
ayant pour intégrales normales de première espèce 


faune … faune 


Posons 


maf à (E,n) dé É ins n(&, n) dE CRE TRES D), 
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et envisageons la surface définie en coordonnées homogènes par les 
équations 


== O;( a, + Ci, Uy Cas +. Up + Cp) ti = Boy 4), 


où les quatre fonctions ©, sont des fonctions théta normales de p va- 
riables, construites au moyen du Tableau de périodes des intégrales 


f gnCsn) a, de caractéristique nulle et d'ordre 2, supposées sans 


zéro commun, et où c,, ..., ¢, désignent des constantes arbitraires. 
La surface algébrique S ainsi définie correspond point par couple a 
la courbe C, d’une manière univoque et sans courbe exceptionnelle ; 


nous appliquerons à cette surface la formule fondamentale de 
M. Picard 


Po N—4T —(m—1) + ar—({(p—1), 


où m et N désignent respectivement l’ordre et la classe de la surface, 
x le genre d’une section plane arbitraire et r le nombre des intégrales 
de différentielles totales de seconde espèce de la surface. 

La surface S considérée possède 2p intégrales de différentielles 
totales de seconde espèce 


[riley de + (ay) de (SST eee D), 


y.(5,4) 43 désignant 2p differentielles de seconde espèce de la courbe C, 
linéairement indépendantes. D’autre part, d’après un théorème rap- 
pelé plus haut, l’invariant relatif 2 est égal à deux pour les surfaces 
dont les points admettent une correspondance univoque, sans point 
fondamental ni courbe exceptionnelle, avec les couples de points 
d’une courbe algébrique non unicursale, supposée non singulière. 


2. Le degré m de la surface est égal au nombre des couples 
(x,y), (x,y) communs aux deux correspondances définies par les 
équations 

O; (ui + Cy, Us + Cy, ..., Up + Cp) = 0, 
O(a, HG: re, , Bp Cy) = 0: 


Or, le nombre des couples communs à deux correspondances algé- 


SUR LE NOMBRE DES INTÉGRALES DOUBLES DE SECONDE ESPÈCE, ETC. 261 


briques symétriques entre deux points (x, y) et (x’,y’) d’une courbe 
de genre p a pour expression, d’après Hurwitz, 


Pi 


4, y et a’, y" désignant respectivement les entiers caractéristiques de 
ces correspondances. 
D'ailleurs, si l’on considère d’une part la correspondance 


Fey Cy, Ue Ca 4 Uy t+ Cp) = 0 


définie par la fonction normale du premier ordre et de caractéristique 
nulle S, et, d’autre part, une correspondance du type 


GO, (ui + Ci, Us + Ca, ..., Up+ Cp) =0 


définie au moyen d’une fonction théta d’ordre A, il est manifeste que 
les entiers caractéristiques «,, y, et «;, y, de ces deux correspondances 
sont liés par les relations 


DCE et Th hr: 


Ceci posé, les limites inférieures des intégrales 


CAES | : ge(E, n) dé 


peuvent être choisies de telle sorte que les relations 


ou Gi (Zi Yi) ge loa, -++)P) 


t=4 
entrainent, comme conséquence, l’équation 


Cilia illg,n's +5 py) == 0; 


et réciproquement. D’autre part il est possible, et cela d’une infinité 
de manières, de déterminer sur la courbe C un groupe de (3p — 5) 
points (£;, n;) tels que 


T=2p 26 


== SiGe ee 


T= 1 
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dès lors, l'équation 
Ju Ci, Ua + Ca. «225 Upt Cp) =O 


est équivalente au systéme 


t=p—1 jJ=3p—5 
Gilay) + Gta) + D Glenyd+ D GE, ns) =0 
Lied f=t 


(k=1, 2,057), 


lequel exprime que les (4p — 4) points (a, y), (2, y’), (@ yi) et 
(Ë;,n;) sont situés sur une courbe T d’ordre (27 — 6), biadjointe à la 
courbe C (n désignant l’ordre de C). 

En définitive, les couples de points (a, y), (a, y’), définis par 
l'équation considérée, sont découpés sur la courbe C par un faisceau 
de courbes de la famille [ passant par (3p — 5) points fixes de C; de 
cette définition géométrique, il résulte que 
Cr et Y1—= 1 
d'où 

an ph et PRE. 


Dès lors, l'application de la formule de Hurwitz donne, pour le 
nombre des points communs à deux sections planes de la surfaces, 


m = (an) — P(~n)*= P(p—1)h}. 


3. Nous aurons également recours a la formule de Hurwitz pour 
déterminer le genre x d’une section plane arbitraire de la surface. Si 
l’on remarque en effet que, sur cette section plane, les groupes cano- 
niques G,,, sont découpés par les surfaces sous-adjointes d’ordre 
(m — 3), i] suffit de connaître le nombre des points de rencontre de 
la section plane avec une telle surface, ou, ce qui revient au méme, 
avec l’ensemble d’un plan et d’une surface du système canonique. 


Or, les intégrales doubles de première espèce de la surface S étant 
de la forme 


ff few dus ffs (0,7) Sele, y) — B(2,Y) 8i(2', y')] dx dx! 


CERN Po 
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la courbe générale du système canonique est définie par la correspon- 
dance 


D > dirlei(ær,y)gr(e!,»)— gift, y)gix', y'}]— 0. 
UP 


Cette correspondance associe à un point donné (x, y) les points 
d’intersection (a, y’) de la courbe C avec une adjointe d'ordre (x — 3) 
passant par le point (x, y), d’où l’on déduit que les entiers caractéris- 
tiques 5, 7, d’une courbe du système canonique sont respectivement 
égaux à 

% = 2p — 3 el ye ie 


D'autre part, les entiers caractéristiques d’une section plane ont 


pour valeurs 
Aapn—=ph et Dé; 


de là résulte que 


2% —2= ph(2p— 3+ ph) — ph(i+h), 
d’où 


1 Seo a 


4. Déterminons enfin la classe N de la surface. Les points de con- 
tact des plans tangents menés aS par la droite d’intersection de deux 
plans ayant respectivement pour équations @ = o et 0 =o sont définis 
par les conditions 


08, 90 du, 00 du, 00 | 00 dus, 1 om, 
(E) O du, Ou; du (hn OU OU, = LRO Od AOU Ol | 
Oo Gy 09 du; 90 Ou, 00 09 dus 09 Ou, 

OP Ut 0 Ou, Ou OT ou ae Ou, dus 


les paramètres x, et uw, étant pris pour variables indépendantes. On a, 


d’ailleurs, 
du; _ [2.5] du; _ [ré] 


TIPOMIETTE On, [3,1] 


en désignant par la notation [z, A| le déterminant 


gi, Yet, y) Say ) Baa! y')s 
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Les équations (E) peuvent se mettre sous la forme 


| 00 09 Q) | 
o| s-[nal+ 5, [431+ or Len Pi 
00 00 28 = 
—6| SP tal § [353] sw me =) 
(1) 
00 00 0 | 
| e| Sb HS AE J+ aes [1,p] 
; 0 


mais ce dernier système admet des solutions étrangères au problème, 
à savoir, d’une part, celles qui satisfont aux deux équations 


| 0 — 0, 


(RO 0. 


(2) 


et, d'autre part('), celles qui annulent le déterminant [1, 2]. Ces der- 
nières sont les solutions du système 


Pete; 


(3) 0g 06 30 he 
et 54. SL —9| SL 8144 D [ap] +. 


à exception toutefois de celles qui vérifient les deux équations 


(4) 


On reconnait aisément, par l'application de la formule de Hurwitz, 
que les solutions des systèmes (1), (2), (3) sont respectivement au 
nombre de 


Ni=[2ph + (ap —3)}— p(ah+ ny, 

N;=p(p—1)h?, 

N;=[2ph+(2p—3)][2p —3] — p(2h+1); 
EE i 


(*) En effet, dans la recherche des plans tangents, on peut remplacer les équations (E ) 


par les équations analogues qui s’en déduisent par permutation des lettres #1, Ug, +. ., Up. 
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enfin, les équations (4) admettent 
N,= (p —1)(2p — 3) 


solutions, correspondant aux combinaisons deux à deux des points de 
rencontre de la courbe C avec son adjointe g, (x, y) =o. 
La classe de la surface S a donc pour expression 


N=N,—N.—(N3;— Ny) = 3p(p —1)h? + Gp(p— 2)h + (2p?— Bp + 3). 
On trouve dès lors, après réductions, 


N—4n—m=2p?—5p—1. 


5. Ce résultat pourrait également se déduire d’une formule de 


MM. Castelnuovo et Enriques (') qui établit un lien entre l’expression 
invariante 
I=N—47T— m, 


le genre numérique p, de la surface et le genre p! de la courbe géné- 
rale du système canonique, à savoir : 


POULET —12p,; + 0. 


D'ailleurs, le nombre p' est lui-même lié au degré p du système 
canonique par la relation de M. Nother 


pa = pl) + ite 


Au cas actuel, le degré du système canonique a pour expression, en 
vertu du théoreme de Hurwitz, 


p = (&)?— p(yo)? = (2p — 3)?— p. 


D’autre part, la détermination du genre numérique p, résulte d’un 
théorème de MM. Castelnuovo et Enriques, d’après lequel la différence 
entre le genre géométrique et le genre numérique d’une surface est 
égale au nombre de ses intégrales de différentielles totales de première 


(1) Annali di Matematica, 3° série, t. VI, rgo1. 


Ann. Ec. Norm., (3), XXVI. — Jun 1909. 34 
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L D (P ta! 7 pa "4 
espèce : la surface S possédant 1 — intégrales doubles de première 


espèce 
fftetenetesr)— eitenate 7) dx dx’ (i, k= 1,2, +++ P)s 


et, d’autre part, p intégrales de différentielles totales de première 
espèce : 
[suley) de + gate) dal (sas p)s 


il en résulte que 
PPT) 4: 
2 


Pn — P: 


Dés lors 
l=12p,+ 9 — (p+ 1) = 2ap?—dp—1: 


6. Nous sommes maintenant en mesure d’appliquer la formule fon- 


damentale 
Po N— 4 —(m—1)+2r—(p—1); 


comme il devait être, la valeur de A s’élimine et l’on trouve immédia- 


tement 
Po— 2p*—p—t. 


D'où cette conclusion : Les surfaces algébriques dont les points admet- 
tent une correspondance univoque avec les couples de points d’une courbe 
algébrique de genre p, supposée non singulière, possédent 


2pP?—p—I1 


uuégrales doubles de seconde espèce distinctes. 
Ce théorème peut être présenté sous une autre forme. Si l’on 
désigne par 
Vite) PJ UT comes Yep Ie 


2p différentielles normales de seconde espèce de la courbe C, linéai- 
rement indépendantes, il est manifeste que les combinaisons 


J fente) = yal ay) yl, rad, 
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an nombre de (2p? =p), sont des intégrales doubles de seconde espèce 
de la surface S; mais, en vertu du théorème précédent, ces intégrales 
ne sont pas distinctes. En d’autres termes : 


Les différentielles normales de seconde espèce d'une courbe algébrique 
verifient une identité de la forme 


Fe: Patt Delos 
D Di Aalre rer) RNCS Fy + gar? 


z . 


R et S étant deux fonctions rationnelles de (x, y) et (x', y'). 


L'existence de cette identité a d’ailleurs été établie directement par 
Weierstrass : il est digne de remarque qu’elle puisse être rattachée à la 
théorie des fonctions algébriques de deux variables au point de vue 
transcendant de M. Picard. 


IT. 


7. Il a été supposé dans la section précédente que les coordonnées 
d’un point de la surface S étaient des fonctions symétriques des deux 
points (x, y)et (a, y’) du couple homologue de la courbe C; on peut 
envisager de méme les surfaces algébriques T dont les points admettent 
une correspondance univoque avec les couples non symétriques de. 
points d’une courbe algébrique. Proposons-nous de déterminer égale- 
ment pour les surfaces de ce type la valeur des invariants p et Po: 


8. Soit une telle surface T, supposée sans point fondamental ni 
courbe exceptionnelle, et considérons les trois courbes particulières 
L,, L, et J définies respectivement par les correspondances suivantes 
entre les points (a, y) et (æ', y’): 


ASE 5 aan 
(Ly) suid) tore) (al 6) LOL Ve 
Croce LT ie) M 


Il résulte de la démonstration que nous avons exposée (‘) dans le 


(1) Sur une classe de surfaces algébriques..., § 13. 
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cas des surfaces S, qu’il n’existe pas d’intégrale de différentielle totale 
de la forme 
[Ress z',y')dæ +S(x,y; 2',y')dx' 


ayant seulement pour courbes logarithmiques, sur la surface T, les 
courbes J, L, et L;, ou encore la courbe J et l’une des deux courbes 
L,, L,. D'ailleurs, il ne saurait exister d’intégrale de ce type n’admet- 
tant que L, et Li, pour courbes logarithmiques, car, dans cette hypo- 
thèse, l’intégrale simple 


IEC Lis V1) dx 


correspondant à une position fixe (x, y,) du point (2’, y’) ne possé- 
derait qu’un seul point logarithmique «= x,, y —7,. En résumé, il 
n'existe pas d’intégrale de différentielle totale de troisième espèce de 
la surface T ayant seulement pour courbes logarithmiques la totalité 
ou une partie des courbes L,, L, et J. 

9. Soit, d'autre part, [ une courbe algébrique quelconque de la 
surface : il résulte du théorème fondamental de Hurwitz qu’on peut 
former une fonction rationnelle P(x, y; +’,y') qui n’admette comme 
lignes de zéros et d’infinis, en dehors de la courbe considérée I’, que 


la courbe 
Lie vie y' 


et un certain nombre de courbes des deux familles 


w=, yr 
et 
t= Dy, aaa ee 
D’ailleurs, si l’on désigne par G,;(&, 4) dé la différentielle normale 
de troisiéme espéce attachée a la courbe C et relative aux deux points 
(Los Yo) et (x, Yi), il est manifeste que les expressions 


L:— fGute,» dx 
et 7 


L,= f Gutsy) de 
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sont des intégrales de différentielles totales de la surface admettant 
respectivement pour courbes logarithmiques, la première L, et L,, la 
seconde L, et L;. Dès lors il est possible, en retranchant de l’expres- 


sion 
log P(x, y¥ 52°") 


! 


une combinaison linéaire des intégrales I,;,... et I,;,..., de for- 
mer une intégrale de différentielle totale de la surface qui n’admette 
pas, en dehors de I’, d’autres courbes logarithmiques que les courbes 
Pes. 

Donc : L’invariant relatif o est égal a trois pour les surfaces algé- 
briques dont les points admettent une correspondance univoque (sans 
courbe exceptionnelle) avec les couples NON SYMÉTRIQUES de points d’une 
courbe algébrique non unicursale, supposée non singulière. 


10. De la valeur du nombre po, on déduit aisément celle de Vinva- 
riant absolu g,. La surface considérée possédant p* intégrales doubles 
de première espèce distinctes 


f Leitæ,y)gx(æ', y')] dx dx’ CN To mal) 


et, d'autre part, 2p intégrales de différentielles totales de première 
espèce, linéairement indépendantes 


Jatæ,r)de et faite ya! (Rat D) 


on en conclut que son genre numérique est égal à 


FEV aa 


Déterminons, d'autre part, la valeur de l'expression (N — 4m — m) 
et, à cet effet, celle du second genre pl. Les courbes du système 
canonique étant définies par des équations de la forme 


> > Nin Bil Ory) Bele) =, 


i k 


il suffit, pour obtenir le degré p® du systéme canonique, de considé- 
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rer les deux équations particulières 


sr rer, y) =, 


Si(2,Y)Ei( 2", Y') 0; 
lesquelles possèdent 2 (2p — 2)? solutions communes ; par suite 


pete (ner) aw 


et 
N—4n—m=12pnat+9—p')=hp?— 8p. 


On trouve dès lors 
Po — 4p? tll 


résultat qui peut être prévu a priort, eu égard à l'identité de Weier- 
strass. 

D'où cette conclusion : Les surfaces algebriques dont les points 
admettent une correspondance univoque avec les couples NON SYMETRIQUES 
de points d'une courbe algébrique de genre p, supposée non singuliere, 


possèdent 
4p?—1 


intégrales doubles de seconde espèce distinctes. 


III. 


11. Les théorèmes précédents supposent que la courbe algébrique 
considérée n’est pas singuliere, c’est-à-dire qu’il n’existe aucune rela- 
tion singulière, à coefficients entiers, entre les périodes de ses inté- 
grales abéliennes normales de première espèce ; cette hypothèse est 
essentielle, et nous allons préciser ce point par l’étude d’un exemple 
emprunté aux courbes de genre deux. 

Envisageons une surface de Kummer K, définie analytiquement au 
moyen des fonctions théta de deux variables correspondant au Tableau 
normal de périodes 

1 NO Fe US 


ef 
EN TT CR aks 


et supposons que les périodes g, 4, g’ vérifient une relation singulière, 
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laquelle peut être ramenée, au moyen d’une transformation du premier 
ordre, à la forme 


(D xs pk ys—0, 


a, 8, y étant des nombres entiers. 


i ’ \ , x , : 

12. D’aprés un théoréme de M. Humbert, toute courbe algébrique 
tracée sur une surface de Kummer, représentée en coordonnées homo- 
gènes par des équations de la forme 


x= O,(u, F) (reno), 


s’obtient en égalant à zéro une fonction intermédiaire des variables 
u, %, paire ou impaire. Or, dans l’hypothèse où les périodes g, À, g’ 
satisfont à la relation. (1), il existe, en dehors des fonctions théta pro- 
prement dites, des fonctions intermédiaires singulières 9 (u, +), les- 
quelles vérifient des équations fonctionnelles du type 


o(u—+1,9) ou), 
g(u,e+t)  =o(ue), 
o(u + Lg, P+ h) — o(u, pernit-lu+kyri+v, 


o(u he h, p + g') = o(u, pjernit-kau—(i+Af)vitv, 


/ et & étant deux nombres entiers assujettis seulement à certaines iné- 
galités relatives à la convergence des développements en série. 

Ceci posé, considérons sur la surface K deux courbes algébriques 
C, et C, ayant respectivement pour équations 


Q1,k,( U4, 9) =O et Orn U,V) =o 


et choisies de telle sorte que le déterminant formé avec les indices 
1,, k, et U,,k, soit différent de zéro; soit, d’autre part, une courbe 
algébrique quelconque C de la surface, définie par l'équation 


On, (u,v) =O. 


On peut déterminer trois entiers positifs ou négatifs n,, n, et 7 (ce 
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dernier différent de zéro) tels que 


nil nil +nl =o, 
Nniki+nokatnk—=o; 


les nombres n,, n,, n étant ainsi choisis, le produit 
P = (91,%,)"*(1,4,)"9( Pex)” 


est une fonction quadruplement périodique des variables u, ¢, et, par 
conséquent, une fonction rationnelle des coordonnées d’un point de 
la surface. Dès lors, l'expression logP est une intégrale de différen- 
tielle totale de troisième espèce de la surface qui ne possède pas 
d’autres courbes logarithmiques que les courbes C, C,,C,. En d’autres 
termes, l’invariant relatif 9 est au plus égal a deux pour la surface 
considérée. 


13. On peut démontrer que ce nombre est effectivement égal à deux. 
A cet effet, nous nous appuierons sur un théorème du à M. Severi, 
d’après lequel « la condition nécessaire et suffisante pour que toutes 
les intégrales de différentielles totales d’une surface algébrique soient 
réductibles à des combinaisons algébrico-logarithmiques, c’est que la 
surface soit régulière ». La surface de Kummer étant une surface régu- 
lière, on peut donc affirmer que toutes ses intégrales de différentielles 
totales de troisième espèce sont algébrico-logarithmiques. Or, cette 
propriété, ainsi que l'a montré M. Picard, entraine la conséquence 
suivante : «Si l’on prend arbitrairement sur la surface (9 +1) courbes 
algébriques irréductibles, il est possible de former une fonction ration- 
nelle qui admette seulement ces (9 + 1) courbes comme lignes de 
zéros ou d’infinis. » Si donc l’invariant relatif ¢ était égal à l’unité 
pour la surface de Kummer considérée, il existeraitune fonction ration- 
nelle des coordonnées d’un point de la surface s’annulant le long de 
la courbe C, et infinie le long de C,, laquelle serait nécessairement une 
fonction des variables w, ¢ de la forme 


Oy pe tee ees 
l t À 


Cork, (tly PY]? 


m, et m, étant deux entiers différents de zéro; or, cette conclusion est 
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en contradiction avec l'hypothèse que le déterminant 


HACK, | 
l, Ie 


est différent de zéro. 

Donc : L’invariant relatif ¢ est égal à veux pour les surfaces de 
Kummer simplement singulières (alors qu'il est égal à l'unité pour 
les surfaces de Kummer non singulières). 


14. L'analyse précédente peut s'étendre aux cas où les périodes g, 
h, g’ des fonctions abéliennes, dont dérive la surface de Kummer, sa- 
tisfont à deux ou à trois relations singulières distinctes. Dans l’hypo- 
thèse où elles vérifient, par exemple, deux telles relations, il existe 
des fonctions intermédiaires de u, » dépendant de /rovs entiers U, 4, kr 
on considère alors sur la surface trois courbes algébriques C,, C,, C; 
définies respectivement par les équations 


| 


Pipkin, (Uy 0) 
Dik, ki (Ut, ©) 


OT, ky kek ey 0) 


| 


O, 
oO, 
O, 


et choisies de telle sorte que le déterminant 


L ky ke, 
Lk ke 
Titel nie: 


soit différent de zéro, et l’on démontre parle même mode de raisonne- 
ment que, dans ce cas, le nombre ¢ est égal a rows. 


15. Si l’on se reporte, d’autre part, à la formule de M. Picard rela- 
tive à l’invariant absolu g,, on reconnait de suite que, à l'exception du 
nombre 9, tous les éléments qui interviennent dans l'expression de p, 
conservent la même valeur dans le cas singulier que dans le cas géné- 
ral; on peut donc énoncer le théorème suivant : 


Lorsque les périodes g, h, g' des intégrales normales de premiere espèce 
d'une courbe algébrique de genre deux vérifient 5 relations distinctes à 


ss 
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coefficients entiers de la forme 
Ag+Bh+Cg'+D(k- gg')+E=0, 


le nombre p, des intégrales doubles distinctes de seconde espece de la sur- 
face de Kummer qui correspond à cette courbe est diminuée de ce fait de 


5 unilés. 


Ce théorème met bien en évidence le caractère arithmétique de l'in- 
variant absolu 9, de M. Picard, lequel dépend non seulement des singu- 
larités géométriques de la surface, mais encore de certaines relations 
d’un caractère arithmétique entre les coefficients de son équation ("). 


(1) J'ai énoncé les principaux résultats de ce travail dans trois Notes publiées dans les 
Comptes rendus de l’Académie des Sciences des 2 novembre 1908, 23 novembre 1908 et 
14 décembre 1908. Depuis lors, j'ai eu connaissance que M. Severi avait étudié anté- 
rieurement les surfaces qui correspondent point par couple à une courbe algébrique 
(Mémoires de l’Académie des Sciences de Turin, t. LIV, 1903); toutefois ma méthode 
est distincte du point de vue géométrique auquel s’est placé M. Severi, et je ne crois pas 
d’ailleurs que ses recherches aient porté sur la valeur de invariant 99, ni sur le rôle joué 
par les fonctions intermédiaires singulières. Je dois aussi citer une Note de M. de Franchis 
(Circolo mat. di Palermo, t. XVIII, 1903). 
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PROBLÈME DU MOUVEMENT 


MASSE FLUIDE INCOMPRESSIBLE 


‘FORME ELLIPSOIDALE DONT LES PARTIES S’ATTIRENT 


SUIVANT LA LOI DE NEWTON; 
Paro. We STEKLO FF, 


( SUITE.) 


CHAPITRE If. 


MOUVEMENT DE L’ELLIPSOIDE FLUIDE A TROIS AXES INEGAUX. 


Cas où l'ellipsoide fluide ne change pas la grandeur de ses axes 
pendant le mouvement. 


|. Dans son Mémoire, cité plus haut, Riemann a indiqué deux cas 
possibles du mouvement du liquide, où sa surface libre conserve, pen- 
dant le mouvement, la forme de l’ellipsoide à trois axes inégaux. 

Les mouvements dont il s’agit correspondent à la supposition que 
l’une ou deux des trois paires 


(a) (u,u’), (9, v'), (w, w'), 


u,u,0,0,æ, æ' étant les variables de Riemann (voir Chap. I, n° 8), 
soient égales à zéro. 

Dans le premier cas le mouvement du liquide est stationnaire et 
l’ellipsoide se tourne autour de son centre, comme un corps solide; dans 
le second cas le mouvement n’est pas, en général, stationnaire, mais 
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il peut se réduire à celui-ci sous certaines suppositions particulières. 
Riemann a posé ensuite la question suivante : 


Trouver toutes les solutions particulières des équations différentielles du 
mouvement correspondant a la supposition que les quantités a, b, c (les 
demi-axes de l’ellipsoïide) restent constantes. 


Son analyse, dont il n’a pas reproduit des détails, l’a conduit à la 
conclusion que la condition que l’un ou deux des trois couples (%) soient 
égaux à séro est non seulement suffisante, mais encore nécessaire pour 
qu'on puisse satis faire aux équations du mouvement par les valeurs con- 
stantes des inconnues a, b et c ("). 

L'étude détaillée du problème, posé dans la première Partie de mon 
Mémoire, m’a conduit à deux solutions particulières des équations du 
mouvement, où a= b et c restent constantes, tandis qu'aucun des 
couples (x) ne s’annule et les quantités u, u', 9, v', w, w’ dépendent 
explicitement de ¢. 

J'ai obtenu ainsi, au point de vue de l'Analyse pure, de nouvelles 
solutions particulières qui ne peuvent pas être déduites des équations 
du mouvement, si l’on essaye à les satisfaire en posant 


C= 0 CONS Cj—2COnSt. 


et en égalant en même temps à zéro l’un ou deux des trois couples (x). 

Donc, à ce point de vue, la proposition énoncée plus haut est 
inexacte et perd son sens dans le cas d’un ellipsoide de révolution. 

Si nous allons abandonner les considérations purement analytiques 
en attribuant le sens mécanique à toutes les quantités qui figurent 
dans les équations du mouvement, nous ferons correspondre à chaque 
solution un mouvement possible de l’ellipsoide fluide. 

En tenant compte de ce que les solutions particulières, indiquées 
au n° 6 de la première Partie du Mémoire présent, sont nouvelles au 


(1) Comparer les Mémoires suivants : M. Pavova, Sul moto di un ellissoide fluido et 
ontageneo (Tesi presentata alla Scuola Normale super. di Pisa, 1869, p: 46, 47). — 
M. O. Tepone, // moto di un ellipsoide fluido secondo l'ipotesi di Dirichlet (Pisa, 1894 ). 

Ces travaux, publiés dans les recueils très peu répandus, m’ont échappé lors de la 
composition du Mémoire présent. C’est seulement lorsqu'il était déjà sous presse que j'ai 
reconnu les recherches tout à l'heure mentionnées, grâce à Vindication aimable de 
M. T. Levi-Civita. 
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point de vue purement analytique, j'en ai conclu que les mouvements 
possibles correspondant à ces solutions (n° 10, p. 524-527 de la pre- 
mière Partie de ce Mémoire) sont aussi nouveaux et non stationnaires. 

Mais cette dernière conclusion est inexacte. 

En effet, M. S. Tchapliguine, dans une lettre du 19 avril 1909, a 
attiré mon attention sur ce fait que les mouvements du n° 6, page 516 
de la première Partie de ce Mémoire (octobre 1908), ne différent pas, 
au fond, de ceux qui correspondent à la supposition particulière 7 — 0. 

Je crois de mon devoir, en profitant de la permission de M. Tcha- 
pliguine, d'exposer brièvement ses remarques sur ce sujet. Les équa- 
tions (27), (28) et (29) (p. 516) conduisent aux équations 


HER dq 
Ted ee dt 


Se Os 


Hip dy 3g N : : 3 

Désignant par 4, 2’ et 2’ les cosinus des angles que fait w, la projec- 

tion de la vitesse angulaire sur le plan équatorial de l’ellipsoide, avec 
les axes mobiles Ë, y, 6, on trouve 


B= ri! — 9a PE = po — rà = 6 — pô. 

Il s’ensuit que la direction de w reste fixe dans l’espace et que la sur- 
face de l’ellipsoide tourne uniformément autour de cet axe fixe. Cela 
posé, introduisons le système des coordonnées OX,, OY,, OZ,, en 
prenant pour OX, la direction fixe de w, pour OZ, l’axe de révolution 
de l’ellipsoide, pour OY, une direction perpendiculaire au plan X,OZ,. 
Désignant par + l’angle que fait l'axe OX, avec l'axe des 5, on peut 
présenter les composantes 4, 9, de la vitesse absolue du point &, n, C 
du liquide, suivant les axes &, n, C, sous la forme suivante : 


G) Eee 
(Esing + ncoso). 


(B) =— Esine =— ~fcos TEE 
DIS Vv — 5 = € 
Go > me P 1 — eo 


Désignant ensuite par U, V, W les projections de la vitesse absolue 
sur les axes OX,, OY, et OZ,, on en tire immédiatement 


G) EG) 


U =o, Ve W =— 


© Lj— &¢ 


yet zs étant les coordonnées du point £,n, & par rapport aux axes OX; 
ONE O77: 
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Les dernières équations montrent que le mouvement défini par les 
équations (8) (voir p. 524-527 de la première Partie de ce Mémoire) 
se réduit à un mouvement stationnaire et ne diffère pas, au fond, du 
mouvement correspondant à la supposition particulière 9 =o ou, ce 
qui revient au même, r = 0. 

D'après ces remarques, on peut exprimer les résultats des recherches 
de la première Partie de ce Mémoire comme il suit : 


Les seuls cas possibles du mouvement d'une masse fluide incompres- 
sible, dont les parties s'attirent suivant la loi de Newton et dont la surface 
libre conserve, sous la pression extérieure constante, la forme d’un ellip- 
soide de révolution, sont les suivants : 


1° Lé mouvement de Dirichlet, possible pour un ellipsoide aplati aussi 
bien que pour un ellipsoide allonge; 

2° Deux cas du mouvement, indiqués au n° 10 (p. 524-527) de la 
première Partie de ce Mémoire, qui ne sont possibles que pour un ellip- 
soide allongé et qui se réduisent, de la manière indiquée plus haut, aux 
mouvements stationnatres. 

Ces trois cas sont les seuls possibles pour un ellipsoide de révolution, de 
sorte qu'il n'en existe pas d autres differents de ceux-ci. 


2. Le problème du mouvement d’un ellipsoide fluide de révolution 
étant ainsi complètement résolu, passons à l'étude du mouvement 
d’un ellipsoide à trois axes inégaux. 

Nous pouvons maintenant nous borner au cas où le produit 


6=(b—c)(c—a)(a— b) 


reste différent de zéro, ce que nous allons toujours supposer dans ce 
qui va suivre. 
Proposons-nous à résoudre la question suivante : 


Trouver tous les cas possibles du mouvement d’un ellipsoide À TROIS AXES 
INÉGAUX sous la supposition que les demi-axes a, b, c restent constants 
pendant le mouvement (problème de Riemann). 


Supposons que 


(1) a —=const., b= conste. C= Const. 
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c’est-à-dire = 


(aa) ; OS == ) 520, 


Les équations (43) deviennent 


| 2 

Fi (+ Ya)r — (Lat y2)q — Paya — a =— + 2A, 
2h 
b 


À 
fa= (Hat ÿ2)9 — (41+ 1)p — LY ra = + 2€. 


(2) (Js) P — (25 Vi) BESS M Yyi— + 2B, 


Multipliant ces équations respectivement par a, b et c et addition- 
nant les résultats, on trouve 


6A + 2(Aa4t-Bb+ Cc) = b2?+cy?+cxri+ay}+axjz+ by. 


Or, dans le cas considéré l’intégrale de forces vives (52, ) (Chap. 1) 
donne, en vertu de (1) et (1,), 


(25 br?+cy!+cxi+ayi+axi+ by; const. 


Donc 
Const: 


IL s'ensuit que dans les conditions (1) les équations du mouve- 
ment (4t) et (42) admettent les trois intégrales suivantes 


(23) Ji cons, Ja CONSE.) f:— const. 


Introduisons au lieu des variables a; et y; les variables z,, 3,, 533 p, 
getr du n°7 du Chapitre I. 
Les intégrales (2,) deviennent 
oj c(a—b)(3b +-a)r* — b(c—a)(a+3c)q* 
4-2b(¢ —a) 4 3,— 2¢(a — 6) rs, + 635 + cs; const. 


Moy =a Di c)(3e+ b)p?—ec(a—b)(b4 sayr’ 


9 
oO d 9 D] 
(9) | +2¢(a— b)rz,—2a(b—c)psi+ C3 + a3s{—const., 


o,— b(c—a)(3a+c)q—a(b —c)(c+3b)p" 


+oa(b—c)ps—2b(c—a)gz+ az? + bz; —= const. 
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Les dérivées 

do, dg, do; 

dt ALU bat 


doivent s’annuler, en vertu des équations différentielles (46) et (47). 
En effectuant le calcul on obtient les équations suivantes : 


(4) M(b—c) + cq 2,43— brz,3,— cb(b — c)pqr —0, 
Ca) . M(c —a@) + ars_2,— cp %,3;— ac(c —a)pgr=o, 
M(a— b) + bp 2; 7.— aq 235, — ba(a — b) pqr=o, 


où l’on a posé 


M = az,qr+ bzsrp + c33pq — wpqr =S — wpqr, 
w = bc + ca + ab. 


L'une des équations précédentes est une simple conséquence des 
deux autres. 
Les équations (4) et (5) donnent 


(6)  praiss(b—c)+qss&(c— a) + 72, 5,(a — b) + dpgr =o. 


Multiplions maintenant (4) par a(c—a), (5) par b(b—c), et 
retranchons les résultats. 
On trouve 


(7) Md+bc(b—c)\pz3,23— ac(c—a)gz,3,; + ab(a — b)rz;s = M0 +T—o, 
où l’on a posé 
T—bc(b—c)pz:33+ ac(c—a)qz,z;+ ab(a—b)rz,z2. 


Multiplions les équations (47) du Chapitre I respectivement par 
bc(b — c), ca(c — a), ab(a — b), et additionnons les résultats. 
On obtient, eu égard à (1,), 
20 | *(b—c)? + q?(c } + r? b}° 
LP JET a) et 
= T— 80+ [p,be(b—c) + juca(c— a) + usab(a — b)|pqr. 


Or, 
4 bc(b —c) + p,ca(c —a) + u;ab(a — b) = da. 
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On a done, eu égard a (7), 
abc e | p?(6 —c)?+ g?(c— a) + r?(a— 6)? | 
=— T—(S—wpqr)d=—(T+Msd)=0. 


Done, les équations du mouvement admettent, dans l’hypothèse (1) 
faite sur a, b etc, Vintégrale suivante : 


(8) pbs cg(c—a)+r(a—b) = const., 
ou, en vertu de (40) du Chapitre I, | 
(9) (bri+ cy)? + (Cx2+ aY2) + (ax;+ by) = const. 


2. Additionnons maintenant les équations (2). 
On trouve, en se rappelant que À — const., 


(10) LiYi+ LoŸa + L3V3— CONSL., 
ce qui exige qu'on ait 


d a 72 ’ = 

Au Er Ja Us V3) = 05 

en vertu des équations (41) et (42) du Chapitre I. 
On obtient ainsi la relation suivante : 


(11) Lila ls + V4.2 V3 — O- 


On voit done que, dans le cas considéré, les variables a; et y 
(i =1, 2, 3) doivent satisfaire aux équations (bo), (51), (21), (9), 
(10) et (11) qui se réduisent aisément aux six équations suivantes : 


W—bxt+cri+axi+cyi+ayit by Con». 


2 > 22 4,2 2 22 
Web tr tax + Cyt + ay; + by; const. 


(12) Us Der; + cax?+ abr?+ bey? + if Ory ri pose 
ae Vy Ta + Toot sa const, 

bs = bCL, Yi + CALMLY. + ab; y2—= const. 
(14) Ye Li Last Vi Y2¥3—= 9: 


Nous allons distinguer deux cas différents : 
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1° Chacune des paires 
(æ;, are (Te, SE) (T3, Xs) 


reste différente de zéro, ou 
2° Au moins l’une de ces paires s’annule. 
Considérons le premier cas. 
Il est aisé de s’assurer que le jacobien 


D = D (4, Ve, Us, de, Us, Ue) 


D(a, Le, £3, Pis Yas Ys) 


de six fonctions Ÿ; (¢=1, 2, 3, 4,5,6) n’est pas égal identiquement à 
zero. 
En posant, en effet, 


XL, = La Y3— 0, 3 Yi— Yo— 1, 


on trouve aisément 


une quantité différente de zéro, d’après l'hypothèse faite sur 6 (60). 

Les équations (12) forment donc un système de six équations indé- 
pendantes qui ne peuvent être satisfaites que par des valeurs con- 
stantes dewpet y; (4 =1, 2, 3). 

Abstraction faite du cas où à s’annule, on peut affirmer que, s’il 
existe un mouvement du liquide correspondant à la supposition que la 
surface libre du liquide conserve la forme d’un ellipsoide à trois axes 
inégaux, qui ne changent pas leur grandeur pendant le mouvement, 
et que chacune des trois paires | 


(141) Ce), (Ts, Y2); (23, Y3) 


reste différente de zéro, ce mouvement doit être nécessairement sta- 
tionnaire, c’est-à-dire on doit avoir 


; X,— const., Te — const., C= COnSt.. 
19) 


P= consl., q —const., r= const. 


Il importe de remarquer que cetteconelusion peut devenir inexacte, 
- w é 7 
si 9 ou l’une des paires (14,) s’annulent. 
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Supposons, par exemple, que 
G— D, Cy 0 
Les équations (12) se réduisent aux trois suivantes : 
a x?+caxi+cyi+a y;—Cconst., 
ax?+cri+cyi+ ay; = const., 
Li Yi + LeYe = const., 
contenant quatre variables æ,, æ,, y, et Y2, qui peuvent ne pas être 


égales à des constantes, comme nous l'avons déjà vu dans le Cha- 
pitre IT. 


3. Multiplions les équations (46) successivement par 431, Ds, ces 
et additionnons les résultats. 
On trouve 


d 
: © (ast-+ bst+ cs) = p5_33(b—e) + 941 53(¢ — @) +181 52(4 — Baas 


d’où l’on conclut que dans le cas considéré 
(16) R—=0: 
car, en vertu de (15) et (45) du Chapitre I, 
8, —Const., 3: — const., y= const,, 


Les équations (16) et (6) (du numéro précédent) conduisent a la 


suivante : 
dpqr = 0. 


Il s'ensuit que, dans le cas d’un ellipsoide a trois axes inégaux, au 
moins l’une des quantités 


PTE 
doit être égale à zéro. 
Supposons, pour fixer les idées, que 


P— 9; 
c’est-à-dire, en vertu de (40) du Chapitre I, 


bx, == Cy1— 9; 


rs 7 
v1 PP. pj A | { ri (14 
Pearse) ALT] W. ae LOFF 20 Je 
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DIE ROUTES RE 


pe ia 7 
Supposant d’abord que a un - 

| Ti et Vs à 77 L L 
LIL id 


x 


: Sst RTE ’ | | De. 
soient différents de zéro, on trouve | | * - 


| IT 
(17) | | FÉES à 

Les équations ta donnent [voir UPS G3)} 
(18) She Se sys COURS, 


car À, a, b etc ne dépendent pas de ¢. 
Posant maintenant dans (41) et (42) du Chapitre I 


ye 
on obtient | vozr mas (11)| 
Vitae sat: 0: 
d’où l’on tire, eu égard à (17), 
(19) Chats 1 0Yaÿs—0, 


car, d’après l'hypothèse faite, a, est différent de zéro. ~ 
On doit donc avoir .… 


CT, Ts + Li La) — DU ENT) — 0; 


d'où l’on tire, en tenant compte des eauatigns (bd), (¢) (41) et (y, 
(ce) (42) du Chapitre I, 
Pts +73) —q(tr+ Yo) —2%ÿ3— 2D Vz =O. 


- 108 Retranchant cette équation de la première des équations (2), on 


trouve 
La Ya == T3 Ÿ3 — const., 


d’où, en tenant compte de (18), 


a,y,—=const., 


D 
CO 
Cr 


PROBLÈME DU MOUVEMENT D'UNE MASSE FLUIDE INCOMPRESSIBLE. 
c'est-à-dire, en vertu de (17), 


(20) z= (CONS, ¥1—= const: 


4. Ces équations conduisent, en vertu de (a) (41) et (a) (42) du 
Chapitre I, aux intégrales suivantes : 


Hal) 7 Js 9) 2q(@,+7T)+9273;=0, 
qui peuvent s’écrire, en vertu de (40) du Chapitre I, sous la forme 


a(c+ b— 2a) y2)3+ a(€ — @)¥2%3— €(a— by $y 00; 


a(c+b—2a)x;x;—a(a—b)yix;+ b(c—a)x173— 0. 


De ces égalités on tire, eu égard à (19), 


dos SE EF 


Substituant maintenant ces expressions de y, et y, dans (19), on 


trouve 
CLat&3(1 — À b?a?) — 0. 


Supposons d’abord que +, et x, soient différents de zéro. 
Dans cette hypothèse on doit avoir 


== atl 
ba’ 
oe 
- C a 
(21) Ama aa tee EST HR 
Si ¢ = — 1, on aura, en vertu de (40) (Chap. I), 
P — 9; g — 0, fe === 18% 


c’est-à-dire l’ellipsoide ne change pas la direction de ses axes. 
Nous allons considérer ce cas particulier plus tard. 
Sie— +1, on aura 
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et, en vertu de (40) du Chapitre I, 


VOL, DAT 


P — 9; Tt Ree i a i 


Substituant (17) et (21) dans les équations (a) (41) et (a) (42) 
(Chap. I), on trouve | 


(a — b)(c—a) bx, + Ch, %,73;=0, 


(a— b)(c—a)bx,—chx:t:—o. 
On en conclut que 
Ls ou t=O, 


ce qui contredit l’hypothése faite. 
Le mouvement correspondant à l’hypothèse faite est donc impos- 
sible. 


5. Considérons maintenant le cas où l’une des quantités x, ou x, 
est égale a zéro. 

Supposons que 

Le —='O, 
On trouve, en vertu de l'équation (a) (41) (Chap. I), 
: 7 X3— 0, 
c’est-à-dire : ou 
J=0; ou Ti = 0. 
Sig — 0, ona, eu égard à (b) (40), 


Ve= 0, 


Les équations (6) (40) et (6) (41) du Chapitre I donnent 


Vi Ves, Æi(Æs—r)—=0, 
d’où 
AZ3 + 5 
Vo oe — Js 
aa) 
c’est-à-dire 
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Donc un seul cas du mouvement possible, sous l'hypothèse faite, 
est celui où p, g et rs’annulent à la fois. . \ 
Si 


i= Oe 
on a, en vertu de (c) (41), 


c’est-à-dire 


Il s’ensuit que 


et, en vertu de (¢) (42), 


On retombe de nouveau au cas où p, g et r s’annulent à la fois. 
Nous obtiendrons le même résultat si, au lieu de 


LED, 
nous supposons (au début de ce numéro) que +, = 0. 


6. Les recherches précédentes montrent que l'hypothèse que x, 
et y, soient des constantes différentes de zéro est, en général, inadmis- 
sible, au moins si l’une des quantités p, g et r est différente de zéro. 

On doit done supposer que [hypothèse (2) du n° 2 | 


Die Ya 0, Do 
Dans ce cas on trouve, eu égard aux équations (b), (¢) (41) et (6), 
(c) (42) du Chapitre I, 


Vs — COME Gg xr,=const., J2— const., J3— const. 


Les constantes æ,, v3, y: et y, doivent satisfaire aux équations sul- 
vantes : 
ayaa eed Ys 0, 


| L2T3 + 7XLz—Qxr,—0 


(22) 


et aux trois équations (43) du Chapitre I. 
ll faut distinguer deux cas différents : 
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a. Chacune des deux paires 
(23) (Tr, Ja), (23, Ya) 


reste différente de zéro, ou 


b. L'une des paires (23) s’annule. 

Dans le premier cas g et r restent différents de zéro et l’ellipsoide 
fluide se tourne autour d’un axe, situé dans son plan principal; dans 
le second l’une des composantes g, 7s’annule et le mouvement d’en- 
trainement se réduit à la rotation de l’ellipsoïde autour d’un de ses 
axes principaux. 

Nous retombons ainsi à deux cas du mouvement stationnaire, indi- 
qués par Riemann. 

Il faut encore ajouter le cas où p, g et r s’annulent à la fois, c’est- 


à-dire l’ellipsoide fluide ne change pas la direction de ces axes 
pendant le mouvement. 


Supposant que 


[PEO PE 0) 
on trouve, en vertu de (40) du Chapitre I, 


b c 


UT oa yee — Lo, Va 


Les équations (41) et (42) conduisent aux suivantes : 


LA 
bx — cCxx; = 0, Di CH, a, =, 
> a — 
CL, AL = 0, CHE ae, Ti 0, 
AL bX)L3—=0, ARS EVE t= 0, 


qui exigent que deux des quantités æ,, æ,, æ, s’annulent et la troi- 
sieme reste constante pendant le mouvement. 
Supposons, pour fixer les idées, que 
Li Lo — 0; Tz;— Const. 


Les équations (43) deviennent 


a 9 } 
oi 
— + Di = — + 292A 
b ni a ) 
a 2A 
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d’où JE 


3 — ees 2. —- do — g 2 — — Ce 5 
(25) ok 2(A 2) ei 2(B =) 
Ces équations exigent qu’on ait 


Ca, CSD 
et 


(24) b(Aa — Cc) =a(Bb—Ce). 


Ces conditions étant remplies, les équations (23) se réduisent à une 
seule et déterminent la valeur de x. 

Nous avons ici un cas connu du mouvement, indiqué par Dirichlet 
(voir aussi KIRCHHOFF, Vorlesungen über mathemat. Physik.). 

L'analyse précédente conduit au théorème suivant : 


Les seuls cas possibles du mouvement du liquide, limite par une surface 
ellipsoidale, où l’ellipsoïde tourne, comme un corps solide, autour de son 
centre, sont les suivants : 

Deux cas du mouvement, indiqués par Riemann, ayant leu pour 
l’ellipsoide à trots axes inégaux, el un cas particulier du mouvement de 
Dirichlet, tout à l'heure mentionné, possible sous la supposition qu u 
existe la relation (24) entre les constantes a, 6 et c. 


7. Passons al’étude du mouvement, défini par les conditions 
(25) Rte = 0, ¥,=0 et, par suile, p= 0: 


Prenons les équations du mouvement sous la forme indiquée au 
n° 7 du Chapitre I, en introduisant au lieu des variables a; et y; les 
nouvelles inconnues z, et p, g, r [voir les équations (45) du Cha- 
pitre I]. 

Les équations (45) donnent, en vertu de (25), 


Cie 0, 


« 
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2 DR 


Fr Fab 


en 


(26) 


oa | 


; LS 


A 
a > 
. m à Le nn 
e 


Quant aux équations (47), elles prennent la forme 7: TE a 


= 


(27) at, + 9 (C— a) r(a—b)a+ pro, dé. wr 
(271) Di const. ir const. > 


L’équation (26) donne 
(28) - La 0 Ts Z:— cr. 


Substituant ces eepressions de z, ets, dans (27), on obtient léqua- 
tion pour ¢ 


(29) ot— g(c+b—2a)—m—0, p= 3a*— be — ca — ab, 


ayant pour racines 
oe ce baa Vee b — VITE Gy 
‘= Soe Te) ee a: 
(30) | | 
C+b—oa—V(c+b—32a) +4 


= 
2 


ne 


Pour que le mouvement soit possible, il faut qu'on ait 


2 ‘ 
(c + 6— 2a)?+ 4py= 16a? — 8a(c+ b) + (ce— by? 


= [4a—(ve+ Vo)" Tia (Ve —Vb)*] 20, 


| - c'est-à-dire = ’ 
30 ja > (Ve + yb), | 
| 4 
= | ou : | 4 
| (32) ha <(V5—VeY. | 


8. Passons aux équations (48) (Chap. 1) qui prennent, dans le cas 
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considéré, en vertu de (28), la forme 


[e(a— b)(3b+a)—2c(a—b)s+co|r 
—[b(e—a)(a+ 3c) = 2b(c—a)o— bag = 80 (2 an, 


crie (a —b)(6+ 3a) + 20(a— ose (} ~ I). 


bq? [o?+ (ce —a)(3a+ c)—2¢0(¢ ay] =8e0(2 +- WE 
d'où, en substituant au lieu de 5? son expression à l’aide de (29) et 
en posant 
T—a4—p, 
on tire 
(33) b(b +p)(4a — 3b —c)cr*+ c(c +p) (4a—3e— b) bg? =805( = A), 
(34) (b+ p)er(b—c) = sg +B), 
(aa) (c+ pq (be) su (À SE OF 
Quant à », il satisfait à l'équation 
(36) p’+p(c+b—ha)+bc=(p + b)(p+c) —4ap—o. 


Posons, pour plus de simplicité, 


(37) bg (= C) =n, Cyh(o = Of = 
Les équations (33), (34) et (35) deviennent 
9 @] À 
(38) (4a—3b—c);+(ka—3c bn=8u (= +A), 
an 
39) (—e\e= Sfr +B) 
rn S 
(40) (b— eyn=— 8 (7 + QE 


d’où l’on tire, en éliminant € et 7, 


(ga—3b—0) (4 +E eS (qa—3e ~ 6)(4 + C)—(F + A) C=O. 


! a * 


« "7 NE 
© ates 4 wigKky | tin: 


ou, en vertu itp (a) du Chapitre i 


ip a | dense ie 


Substituant cette expression de À dans (39) et(40), on ‘tro 


P ep 
satel [hat + a(b—e)— bet (ha ele 


di 
FH Ma ab cie be ham Oe aca? 


ou * 7 = 


(43) D=4a?—a(b+c) + be, p= 8rr Ve > 0. 


9. Nous avons déjà vu que le problème n’est possible que sous les 
suppositions (31) ou (32). | = 
Remplacons a, b et c respectivement par a’, b? et c?. 
L'inégalité (31) devient 
uen 
2 


(44) G2 


Supposons, pour fixer les idées, que 


De 


~ 


L'inégalité (44) montre que dans le cas considéré 


Che 


Nous avons deux cas à distinguer : 


: (a) A bc, 4 
(b) va SC. 

L 

Remarquons d’abord que, en vertu de (44), on a toujours 4 


D—4at— a(b+c)+be> 0, 


et les racines de l'équation (36) sont positives. 
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Ecrivons maintenant les équations (41) et (42) sous la forme 


| b— ç? ee shit 4 - à u di 
(41) Fog Lt 7 [at + at( 6? — ot) — Bret + (hat — cu] > 
b— c? Ne u du 
ho 7 — &_ nn? oF pi) h272 Ress) NS eS 
NE ef [hat —a*(b?— ct) — bet + (ai — bu] LEE 


On a toujours, pourvu que a satisfasse à l'inégalité (44), 


ha’ + a?(b? — c?) — b?c?= a? (ha*®— c?) + 67(a?— c*) >, 


Ga — c?>0, hab". 


Donc, l'intégrale du second membre de l'équation (41,) est posi- 
tive. | 
D'autre part, les inégalités (37) montrent que, dans le cas considéré, 


N= 0; Co. 


Il s'ensuit que, dans le cas (a), 


On en conclut que l'hypothèse 
> 06 
est inadmissible. 
Il ne nous reste qu’à considérer le second cas (0). 
Dans ce cas ona 


pb? — c? bp? ç° 
DE AD ee D ee 
Je (LE = CO 


Les équations (41,) et (42,) donneront les valeurs réelles pour 4 


et r. 
Nous avons déjà vu que le second membre de l'équation 
ositif. Il suffit de montrer qu’il en est de même de l'intégrale du 


Ci) est 


p 
second membre de l’équation (42, ). 
On a, en effet, 
ka—(b+c)} >, hac? = "br 2c(b +c). 
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Par conséquent, en vertu de (44), 
C FB 
hat + a®(c?— b?) > 2a7%c(b+c)> , (b+c)?>8 ce". 


Done, le second membre de l'équation (42, ) est positif. 
Les conditions de la possibilité du problème s'expriment comme ul suit : 


nb 
(45) [3 PS is 


10. Supposant maintenant que les demi-axes de l'ellipsoide satis- 
fassent aux inégalités (45), désignons par M; et Mj; les seeonds 
membres des équations (41,) et (42,), par o, et p, les racines de 
Véquation (36). 

Résolvant (41, ) et (42,) par rapport aq et r, on trouve 


qi= + 


14/00 M, 
VD Vbt— ce? bVp;+ c? 

I Va?—c? M, 

VD V6? ct co; + 8 


He 


et puis, en tenant compte de (25), (28) ainsi que de (40) et (45) du 
Chapitre I, 
LS SN 0 
{No == Co a VO? — a M; 


DAS EE aie : 
2 20 b\/D lb? c? Vei+ c? 


20 — b— 9; Va? — c? M, 


UE == ; 
a@eVI) /b?— c V/p, + 6? 
ae eee Vb?— a M, 
RTE RE ME Ne 
20 bVD Vb?— c? Voi+ c? 
nm ae 


201eVD VE 8 Voto 


Substituant ces expressions de æ et y” dans (16) du Chapitre I, 
nous trouverons les composantes w, v, a: de la vitesse de chaque point 
a See 
6, 4, ç du liquide. 

On peut dire qu’à chaque ellipsoide donné, dont les demi-axes a, b, c 
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satis font aux conditions (45), correspondent huit cas du mouvement, st 
l’on considere les mouvements opposes comme différents. 


11. Considérons la seconde condition (32) qui s’écrira, avec les 
notations adoptées (n° 9), sous la forme 


(46) no) 
d’où 
UD: 
Nous avons deux cas à distinguer : 
(a) DEEE CA 
(b) b> ¢c =a. 


Remarquons qu'on a toujours, en vertu de (46), 


ha—_ bB<c?—2be<0 
et é 


fan afp ct) be*= a" (ho? — b*) 4. ca’ — 6") < 0, 


ce qui montre que l'intégrale du second membre de l'équation (42,) 
est négative. 

On doit done avoir 

b?— c? 

(ha ae WCE We 
(47) 5 a S 

Or, quelles que soient les valeurs de a, b et c satisfaisant à la seule 
condition (46), les racines de l'équation ( 36) sont négatives. 

I] s'ensuit que 

(9 + b?)(9 + c?) <0, 
c’est-à-dire 
pe 0 = 0, Or C= 0, 


ear 0 > c: 

On en conclut que 
(48) m= 07g" (pc?) <0, 
(48, ) Ge Chr D) SO, 


quelles que soient les valeurs de a, b et c satisfaisant à linéga- 
lité (46). 


(49) Dhar ete) + Deco 


(50) ci Cx 


L —… 
| by eee es F7, a 
re | Ww. STEKLOFF. ge de 1 se Se 


On doit donc avoir, en vertu de Ca) et (47), 


» 


~ 


d’où 
aoe aay 


jee a? 


Cela posé, considérons l’équation (41, ). 
Les inégalités (a), (48) et (49) donnent 


ce qui exige qu’on ait 


| [4a'+ a(bc)= 0e + (ha 


to 
On a, en vertu de (50) et (a), 


a(b?— hat) 3ab? 


UPS es at 


a — > fa? 
et 


Se 


} Le LL LE 


h 


iv à Keno A 


udu 
Mires 0 


fa a (he) Bet at(4a? + 6%) —(a?-+6%) ye Se 


2 


a: 


~ 


Done, les inégalités (50) et (a) entrainent celle de (51). 


Les conditions de la possibilité du problème se réduisent aux suivantes : 


aus hat) 


(22) c<b—2a, ce ep 


Ces conditions étant remplies, les équations (41,) et (42,) donneront 


les valeurs réelles pour q et r. 


A tout ellipsoide donné dont les demi-axes a, b, c satisfont aux con- 
ditions (42), correspond, comme au numéro proie: huit cas RICE 


rents du mouvement du liquide. 


Les composantes p et g de la vitesse angulaire Q et les coefficients 
Ly, Lys Vas Va dans les expressions de u, ¢ et w se déterminent par les 


formules, analogues } à celles du numéro précédent. 


dit à à LÉ. 
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12. Considérons enfin la dernière hypothèse (b) (n° 11). 
Nous avons déjà vu qu’on doit avoir 


b? — ç? 
PU 20 


(47) 


quels que soient a, b,c (b > c) satisfaisant à une seule condition (46). 
Or, si a, bet c satisfont encore aux conditions (b), on aura 


(53) D > 0. 
On peut écrire, en effet, 


D = a*(4a?— c?) + b?(c?—a?). 


En remarquant que 


b2=ce+2a>3a, B= Oa" 
on trouve 


D > a?(4a?— c?) + ga?(c?— a?) = a3(8c?— 5a*) > 0. 


La condition nécessaire (47) est donc, en effet, satisfaite si c >a, 


car 
bp? — c? 
Dé<o, | — < 0. 


a— Cc 


Done, l’équation (42, ) donnera les valeurs réelles pour r. 
Considérons l'équation (41, ). 
En se rappelant que [inégalité (48)] 


Os 
on trouve, eu égard à (53), 
Di 2 
1} Ho 
b?— a? ” 


Pour que le probléme soit possible, on devra avoir 


WANT 


(54) sf [4 at — a?(c?— b?) be? + (4a? Dee = °° 
0 


: 2Q 
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Considérons cette intégrale comme une fonction de la variable a qui 


varie entre zéro et c. 
Il est évident que 


58 pour 220 
S > 0 pour ie 


On en conclut qu'il existe un ensemble de valeurs de a,betc, satis- 
faisant aux conditions (46) et (b), pour lesquelles le problème sera 


possible. 
Pour trouver les conditions précises de la possibilité du mouve- 
ment, il faut étudier ptus attentivement les propriétés de l'intégrale. 
13. Introduisons au lieu de a, b, c les variables s et en posant 


(55) tee Ph re 


Linégalité (46) devient 


=$ 19 
Vs vt ; 
d'où, eu égard à l’inégalité ¢ >a, on tire 
(56) Lee > Ves; 
ened 
et, pour toutes les valeurs de ¢ satisfaisant à la condition (56), 
; | t 
(97) Sr 
(i—2yt) 


Transformons maintenant l'intégrale S (54) en y introduisant s et 4 
au lieu de c et b à l’aide de (55). 
On trouve, en remplaçant encore u par a’ x, 


x dx 
3 2 


A 


Pena. { s4 ht+hix)—( +t + tey] 


as 
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où l’on a posé = 
ae va + re)\(1\+ tx)(1+s2). 


La condition (54) de la possibilité du problème peut s’écrire comme 
il suit : 
BAD. 


A 3 


(54,) B6,Q)=f [s+ 4e+ bee) C404 te) 


Démontrons que ®(s, £) est une fonction croissante de s. 
On trouve, en différentiant, 


Os 2 Ae 
<lo(i+4t)+r[4t(2—s)+3—s4 3t]+t2°(3 —{4s)\dx = A+ tai, 


OD(s,t) fe + æx)(i1+tx) 


où l’on a posé 


(58) AZ: | TD (+ 40e [4e(a—s)+3—s+ 3] + 248 — 45) dr, 
0 ; 


(59) Ai— 


ik oe 12(1 +40 + x2[4t(2—s)+3 —s+30]+2°t(3—As)\dz. 
<0 


Moyennant maintenant l'égalité connue, ayant lieu quelles que 
soient les valeurs de s et de £, 


OY 


2 ‘ 
(60) (eae : D Sri — SLT dz), 


nn ET) + 3+s+t 


on obtient, en la retranchant de (58 ), 


fee ay = oo) 
DA a= oe 
(61) 0 i A> 
S —— 3 al 54 | ; 2 ù 
< ET + SE el lan Jo 25 BA i SL dt = Stx* dx. 


2 


Cette égalité montre que 


(62) Ay>9, 


car 
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Multiplions maintenant (60) par 44 et retranchons le résultat 
de (61). 

On trouve, après des réductions simples, 


ae? (= ae) 
aa [SUED 
0 17 Ae 


" joe + t[3(1—s)+ 4st]2+ = st(1t ht)a*\ da. 


2, 


Multipliant enfin (59) par 2 et en ajoutant le résultat a cette 
derniére égalité, on obtient 
2(A+A)= f LC 


0 


où l’on a posé 


A(i— 82) + 4(25 —r1as) + 3(1— s) 
2 
+ [3¢(1—s)+ 4t(2 —s) + 3—s + 4st+ 31] x + tx? (6 — 5s+r2st). 


O= 


L’équation précédente montre que 
(63) Ay+ A,>0, 
car 


I—fL>0, 20—125>0, T—s>0, 2-5 > 07 3-<si>0n 6 35 = 


Écrivons maintenant la dérivée Le 0) sous la forme 
d®(s,t) 
etd WG ohn 2S 


On en conclut immédiatement, en vertu de (62) et (63), que 


OP (5s, ¢) 
Os 22 


pour toutes les valeurs de ¢, comprises entre o et 1. 
Donc, ®(s, 2) est une fonction croissante de s. 
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D'autre part 


| #0 = f G+rtte) 2 <o, 


0 


J ou, o=sef er, 
0 


(a) 


Il s’ensuit que l’équation 
D(s,{)=0 


admet, pour toute valeur donnée de z, comprise dans l'intervalle (0, 1) 
une seule racine réelle et rien qu'une. 
Nous la désignerons par s,(¢). 


14. Remplacons maintenant dans ®(s, ¢) la variable s par 


j= 


(1—2yt) 
eve 


Nous obtiendrons une fonction d’une seule variable A, définie par 
l'intégrale suivante : 


et posons 


z dx 


(64) da, = 22) f LG) + ee = A) — 22) 


où l’on a posé 


a ee 
A=VG+x)(1+ Ax) [(1— 2A)?+ hz}, 


(65) Gs ey a ea ete 
(66) (A= 4a — 2d, 
(67) = f (a+ Ba) 2S. 


Dans le cas qui nous intéresse, À doit être compris entre zéro et 3» 


comme le montre l'inégalité (56). 
Le facteur 1 — 2A reste positif pour ces valeurs de À. 
Il s'ensuit que le signe de ®[s,(¢), ¢] est égal à celui de la fonc- 


tion D(A), pourvu que À soit comprise dans l'intervalle (0, 3) 


Ne 
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‘Il est aisé de voir que 


b(A)<o pour 


d()>o pour 


En effet, on a, eu égard à (66), 


B(Q)£o pour 
(711) BO)>0 pour 
D'autre part, différentiant deux fois (65) par rapport à À, fe trouve 
a (A= 43-241), (A) 8(3A —1). 
On en déduit que 


a'(A)£o pour  àÀ< 3 


c'est-à-dire x’ (À) décroit, lorsque À croit de zéro à 3 
Or | 
#(0)=6>0, «|; 


Donc x'(À) reste positif pour 


I 


et, par suite, x(À) croit, lorsque À croit de zéro à È 


En remarquant que 


Sn I 3 I ! 
CA) == ES, «(i )=-3 <0, «(3 )= gi >> 


on en conclut que 
(71) | a(A)< o> pour 198 


(TR i a(h)>0o pour i= 


En tenant compte de l'expression (67) de L(A) et des inéga- 
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lités (70) et (71), on obtient l'inégalité (68); Pinégalité (69) résulte 
de celles de (70,) et (71, ). 

Donc la fonction L(A) admet une racine réelle A,, comprise entre 


à. 
3 

15. Montrons que Ÿ(X) admet une seule racine entre i et 5 et rien 
qu'une. 

Formons la dérivée Ÿ'(X) de la fonction Ÿ(À). 


. . I 
les limites 7 et 
4 


Ona 
dOatBpr _ 1 d a + GX 
dh à (1+ x)? 9? (1+ dx)? [(1— 2%) + Vax]? 
I K+Lzr+Mz'+Nzr 


> 


wie 


(1 + ae (1+ ax)? [(4 —92À} + zx) 
où l’on a posé 


K = 2(1— 2A)(2A?+ 4A — 1), 
L = 4A[— 1205 + 220 — 300? + 17+ 5A +1], 


M = 23[222(5 —3A) + 4(2 — 3A) + 3A (1 — 2A) (44 —1)], 


{ 


4 


Il est évident que, pour toutes les valeurs de A, comprises entre 


et 3 


(72) K >, M> oo, N10: 


Il ne nous reste qu’a déterminer le signe de L. 
On peut écrire 


L = GA[at(22 —124) + 9(A)], 
en posant 
PA) =— 3048 + r7h?—5A +1. 
Ona 
o' (A) =— god? + 34 À — 5. 


La fonction o'(À) n’admet pas des racines réelles et reste toujours 
négative. 
Done 9(A) est une fonction décroissante de À. 
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Il s’ensuit que 


: 7. 
g(A)>0 pour Brees 
D’autre part, il est évident que ~ 
22 —12À > 0. 
On a donc 
I I 
(73) L>o pour PET 
Or, 
; a+ Ber 
y= A (SF EE ae) ae 
=p Salar Ee a 
= x. 


(1+ ae (1 + rot [Gi — 24)x + Rey? 


On en conclut, eu égard à (72) et (73), que 


d'(1)> 0 pour ie 
c’est-à-dire L(A) va toujours en croissant, lorsque À croît de + à 3 
En rapprochant ce résultat avec celui du numéro précédent [les 
inégalités (68) et (Ga), on s'assure que Ÿ(À) admet une seule racine 
réelle À, entre zéro et 5 =, et rien qu’une, et satisfait aux conditions | 
g(A)<o pour 0 AA 


Y(A)>0 pour Ay AR 
De ces inégalités on tire ensuite, eu égard à (64), 
@[s,(¢),¢] >0 pour OUEST 
®[s: (2), 10 pour bgt ee : 


2 


où ¢, désigne la valeur de ¢ correspondant à A = A, 


D) ds Oe 
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16. En rapprochant les inégalités obtenues avec celles de («) du 
n° 13, on s’assure que 


(74) 51(£) £59(£) 


pour toutes les valeurs de 7, plus petites que 4, < at 


Remarquant maintenant que pour toute valeur de #, prise dans l’in- 


tervalle (0, ¢), 
@O(s, £) 20, si SSL), 


on en tire l’une des conditions de la possibilité du problème sous la 
forme suivante : 


(75) s£5,(t), 0<t< m5 5 


D'autre part, s doit satisfaire à l’inégalité (57) qui peut s’écrire 


SC) 
On doit donc avoir 


2 Zi 
S1(4)2s=s(t), oe oe! 


ce qui est possible en vertu de (74). 
Si nous supposons, au contraire, que 


(76) Pea tea 


on aura 
P| 5, (2), | = 0, 
c’est-à-dire 
AA LAON Ve 

pour toutes les valeurs de ¢ satisfaisant aux inégalités (76), et, en 
vertu de (75), 

s<s(t); 
ce qui contredit l'hypothèse (46), faite sur a, b etc, qui exige qu'on 
ait 

SL). 

Done, le problème n'est possible que pour les valeurs de #, plus 
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petites que la racine 4, de l'équation transcendante 


[7 PORE à de =o 
= res 


0 


A toute valeur de ¢, choisie de la manière tout à l’heure indiquée 
(t<z,), peut correspondre chaque valeur de s, comprise entre les 
limites 


SS Set 0); 


t 
4 (CET) 
où s,(4) est la racine de l'équation 


* / = 
f s(i+4t+ 4tz) Es pee = 
0 


A3 


En remplaçant dans (55) s et ¢ par leurs expressions en a, b et c, on 
présentera les conditions de la possibilité du problème sous la forme sut- 
vante : 


| pee, 
(78) { a 


Seb aa). 


Les équations (41,) et (42,) donneront les valeurs réelles pour q et r, 
quels que soient les nombres a, b etc satis faisant aux inégalités (78). 

A tout ellipsoide donné, dont les demi-axes a, b, c satisfont aux con- 
ditions indiquées, correspondent huit cas différents du mouvement du 
liquide (voir n° 10). 

Les composantes g et r de la vitesse angulaire Q du trièdre (B) et 
les coefficients æ;, y; (¢=1, 2, 3) dans les expressions de u, 9, w se 
déterminent à l’aide des formules, analogues à celles du n° 10. 


17. Considérons maintenant le cas où non seulement 


i — Yi— 9, P — 9, 
mals encore 


a Ve ee 
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Dans ce cas les équations (41) et (42) du Chapitre I donnent 
#3; = CONS. ¥3— const.. 
Les équations (43) du Chapitre I deviennent 
AL? + byYi+20L:Ya = 2(a — DIE +A) = Ea), 


— ax? — byt—rany.=2(a—b)(F +B) =Q(a— 6), 


3 Apres 
c 


On en tire les équations suivantes : 


223V3;= —(P+Q), 
ou 
Aa i AOS “at F Ce 
(80) P=a(A~ =), Q=2(B—+): 


Remplacant maintenant a et b respectivement par a* et 6*, on peut 
réduire les équations précédentes à la forme 


(ax; + by,v=Pa+ OF = ab(P + Q), 
(ax,— ay,}=Pat+ Qb?+ ab(P + Q). 


Substituant ensuite dans les seconds membres de ces équations, au 
lieu de P et Q, leurs expressions (x) du Chapitre I, on obtient, apres 
des réductions simples, 


(81) abwi = au(a— 6) | [c?(a?+ ab + b?) -- ba? + (ab - cu Je, 


0 
2 d 
(82) abwi—=2p(a+ of [b?a?— c?(a?— ab + b?) + (ab — eu] 


où l’on a pose 


Wy) ax3+ bys, Ww, ax3,— bys, u = Tabc, 


A—V(a+u)(b?+u)(c?+u). 
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Pour que le problème soit possible, 1l faut et il suffit que les intégrales 
de seconds membres des équations (81) et (82) soient positives. 


18. Remarquons tout d’abord que c ne peut pas être égal au plus 
grand des demi-axes a, b et c de l’ellipsoïde. 
L’équation (79) montre, en effet, qu’on devra avoir 


Pa+ Qb?=0, 
c’est-à-dire 


_ (a—c*)udu _ wf _(8—¢)udu _ a 
oe (@+uj(e+uya (EE NS 
ce qui est évidemment impossible, si 
PCR Gs 0; 


Il ne nous reste qu’à considérer les deux cas suivants : 


(a) b>c>a: 
(b) a= 6: 


Considérons le premier cas («). 
Posons, pour plus de simplicité, 


(3) Re [c?(a? + ab + Bb?) —a*b?+ (ab+c?)u 
0 

(84) Se hk [b?a®’— c?(a®@— ab + b?) + + (ab —c?)u i 
0 


Sic >a, ona 
C(a?+ ab + b?)— ab? >a3(a+ b)>0, 


c'est-à-dire 
== 0, 


Les conditions de la possibilité du problème se réduisent à une 
seule : 


(85) Ss 


Iv 
© 
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supposons que -- 
(86) ce? > ab. 
Ona 


bre? — c?(a?— ab + b?) < ba(2ab — a? —b?) =— ba(a — b)?< 0, 


c’est-à-dire S<o. 

Donc le problème est impossible, sia, b, csatisfont à l'inégalité (86). 
Il s’ensuit que les conditions de la possibilité du mouvement, dans le cas 
(a), se représentent comme ul suit : 


(87) Clad, S20. 


Considérons le second cas (b). 
On a nécessairement 


ab—c?>0, b?a?— c?(a?— ab + 67) = B73 (a*— c?) + Ca(b—a)>o, 


c’est-a-dire S < 0, 
Les conditions de la possibilité du problème se réduisent à la suivante : 


(88) R20. 


19. Passons à l'étude plus détaillée des conditions (87) et (88 ). 
Posons 


s et ¢ étant des quantités variables comprises entre o et + I. 
Elles satisfont encore, en vertu de la première des inégalités (87), 
à la condition 


(88, ) sat. 


Introduisons dans l'intégrale S les variables s et ¢. 
On trouve 


[C9 


S—=— ; : 


cf = C)+st(i+a2)—1—2x Age 
E 3 
© (sr) (ii +æz}(i+éx) 


S cel 
0 7 i) on a 


en posant 


(1—#)+st(1+e)—1—le | es ne 
(89) (s, 4) mt ——oo seat) TE a ee ae 
(s?+ tae | NOTE ca 


et posons 
Sea: 


On trouve 


x Eu 


(go) (0, jae fe <0, 
en posant | 
y tt eee ne 
Posons ensuite s — 1. On obtient 


(91) Bojan f RER > 


0 


On voit done que ®(s, ¢), considéré comme une fonction de s, 
admet au moins une racine réelle dans l’intervalle (4, 1). ‘ 
Formons la dérivée de ®(s, 2), prise par rapport à s. 
On trouve ~ | 


OL ie * s[3 — ast — s + +s] + afas(r—st) +504 €] + ate at . | 
: (+ æ) U+æ) Ten 
Il est évident que 
8—92st—s$>0, . 25(1—st)>0, 


-_ Catster ET, 


Par conséquent, 


pour toutes les valeurs de s comprises entre o et 1, quel que soit le 
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nombre donné #, c’est-à-dire ®(s, ¢) est une fonction croissante de la 
variable s. 


On en conclut, eu égard à (go) et (91), que ®(s, ¢) admet une racine 
réelle entre les limites ¢et 1, et rien qu'une. * 


Désignons cette racine, qui est d’ailleurs une fonction de ¢, par 
tt) 


Les inégalités (90) et (91) montrent que 
(92) S(t)>4 


et que 
@(s,¢)20 


pour toutes les valeurs de s satisfaisant aux inégalités 
(921) ia Gi Set) 


compatibles, en vertu de (92), avec celle de (88, ). 
Pour les valeurs limites o et 1 de #, sj(¢) est égal à l'unité, car 


* cc 
(5,0) =(s =) f —> 
0 A 


Ti 2) dr 
Pis its = ca a ae 
0 
Posant dans (89) s = 0, on trouve 
P(o,t) =— ( Ta ede. 
1 


fii} 


On voit que la fonction ®(0, ¢) reste essentiellement négative et ne 
peut s’annuler pour aucune valeur de ¢. 

Il s’ensuit que s,(¢) ne peut étre égal a zero. 

Il existe donc une valeur de ¢, comprise entre o et 1, pour laquelle 
s,(¢) atteint un minimum, positif et différent de zéro. 

On trouvera ces valeurs de ¢ et de s,(¢), que nous désignerons par 7 
et s, en résolvant deux équations transcendantes 


0Dis,t) _ 


Dis. 6) = 0, re 
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Le demi-axe c, qui coincide avec l'axe de rotation du liquide, étant 
donne, les demi-axes a et b doivent varier entre les limites 


o> ba, Cd Ca. 
Le mouvement est impossible, st 
a 
ee ed 
C 


20. Considérons le second cas (6), où la condition de la possibilité 
du problème s'exprime par l'inégalité (88) (n° 18). 
Posons 


où s et ¢ sont des quantités satisfaisant, en vertu de (b), aux condi- 


tions 
GE TE DÉe 


L’inégalité (88) devient 


x dx , 


D(s o=f" [s(e+¢+1)—1+t+s*t)x «|= 


Quelle que soit la valeur de ¢, comprise entre o et 1, on aura néces- 


sairement 
J 


Dis 6) s/o our SL —— . 
ore) P ~@+t+1 


Formons maintenant la dérivée de la fonction ®(s,4), prise par 
rapport à s. 
On trouve 


eee tirer “ [3 — s?( eres eee Cat a tin AE 


x dx. 
((s2 ans (1 ba fees 


Il est évident que 


OD(s,¢ 
a reste toujours positif, quelles que soient 


les valeurs des et ¢ comprises entre o et 1, car 


3 — SP tT) "0, 2—t(1+s*t) > 0. 


bé ds 
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Donc l'équation 
Dis) 0 


ne peut admettre plus qu’une racine réelle et positive qui doit être 
d’ailleurs plus petite que 
] 
Pe Pee 


quel que soit le nombre ¢ compris entre o et 1. 
Désignant cette racine par s,(4), on peut exprimer les conditions de 
posstbilité du problème sous la forme 


(93) ess (1). 


Si nous posons ¢ = 0, on aura 


æ dx 


y 


®(s, = (5 — 
Les Ol (5 nf A. 
c’est-à-dire 

SOU 


En posant ¢ = 1, on obtient 


LAL 


(94) os.0=f pis ice ear : 


Il est aisé de s’assurer que 


i= Tea or 3 
0(0,1) = — —=— 47 <0, 
(0,1) sh a 3 


(1, ab (+ 2)x dx = O 
0 A, 
Done l’équation 
(941) M(s,1)=0 


admet une racine réelle s,(1), comprise entre o et 1, et rien qu'une. 
En posant, avec Riemann, 


= sind, 


QIis 


’ fe 
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on aura, en vertu de (94) et (94,), après avoir effectué l’intégration, 
(cos4l + 2cos24 — 5)(r — 2h) + rosinay + asin4l — 0. 


C’est l’équation, due à Riemann, ayant pour racine 
C c 
SCH ees > == 0 909927... 

L’ellipsoide se réduit à l’ellipsoide de révolution a = b, pour lequel 
les conditions de la possibilité du problème (93) s'expriment comme 
il suit : 

1=$ 0305929 i= 
21. Supposons maintenant que, dans le cas de 


bec a, 
le rapport 


a 
— == § 
€ 


satisfasse à la condition (92,) où s,(4) désigne la racine réelle et posi- 
tive, comprise entre o et 1, de l'équation 


ru s(1— 2) + sti 
¢ 


) 


[f° 2 x dx 


19] ue & 


——i 
(s?-+ 2) 


Joey 


3 
(i+ x} (1+ x)? 
pee b : : 
t désignant le rapport =’ qui peut varier entre o et 1. 

Supposons que dans le cas de 

bare, 

le rapport 
C 
a 


satisfasse a la condition (93), où s,(4) est la racine, comprise entre o 
et 1, de l’équation 


(ens 2 


fe [e(?+¢+1)—1+¢(14+s?t)z] AY 
3 3 ’ 
0 "(1+ a)? (s?-+ x)? 


a h : 
& désignant le rapport 7’ Qui peut varier entre o et 1. 
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‘Ces conditions étant remplies, les intégrales R et S [(83) et (84)] 


seront positives et les équations (81) et (82) donneront les valeurs 
réelles pour w, et æ, : 


m=t(a— by yRy/28 = aay bys, 


w,=+(a+ bd) V8 \/28 ax; bys, 


dou 
+ vss A) (a 0) VR (a+ 0) VS], 
95) L 

nat 47 la VR = (a+ by], 


et, en vertu de (40) du Chapitre I, 


ree 2 
(96) r=+(a—b)ÿR —. 

Substituant les valeurs trouvées de x, et y, dans (16) du Chapitre I, 
nous obtiendrons les expressions des composantes u, ¢, w de la vitesse 
absolue de tout point £, n, © du liquide. 

A tout ellipsoide, dont les demi-axes a, b, ¢ satisfont aux conditions 
tout à l’heure indiquées, correspondent quatre cas différents du mouve- 
ment (voir n° 10). La vitesse angulaire du mouvement de translation se 
détermine à l'aide de la formule (93); quant aux u, v, w, ils s'expriment 
comme 1 suit : 


DATE DRAC HE 0 


où x3, y, se définissent par les équations (95). 


Cas où le mouvement d'entraînement se réduit à la rotation 
de l’ellipsoide autour d’un de ses axes principaux. 


|. Dirichlet et Riemann ont indiqué un cas du mouvement d’un 
ellipsoide fluide, où le mouvement d’entrainement se réduit à la rotation 
du trièdre (B) (voir Chap. 1) autour d’un des axes principaux de l'ellip- 
soide. 

L’analyse détaillée d’un cas particulier de ce mouvement, ou les 
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demi-axes de l’ellipsoide restent constants, nous l’avons donnée à la 


fin de la section précédente. 
Il est naturel de poser la question suivante : 
Existe-t-il des autres cas du mouvement joulssant de la méme pro- 


priété que ceux de Dirichlet et Riemann? 
Pour en donner la réponse complete, nous allons résoudre le pro- 


bléme suivant : 


Trouver tous les cas possibles du mouvement, défini par les équa- 
tions (40) à (43) du Chapitre I, correspondant à l'hypothèse que le mou- 
vement d'entraînement se réduise à la rotation de l’elhipsoïde autour d'un 


de ses axes principaux. 


Supposons, pour fixer les idées, que 
(1) D 
Les équations (46) du Chapitre I deviennent alors 


ds, j ew Os; 


(2) sil, ter ene 3; = const. 


Les équations (47) (Chap. I) conduisent aux relations suivantes : 


242,(8 —y)—3:[2:+ ra + b)]—= 0, 
2D3:(y —a)—3:[3;—r(a—b)] — 0, 


qui peuvent s’écrire, en vertu de (45), (40) (Chap. 1) et (1), 
(3) 


Supposons d’abord que =, et z, soient différents de zéro. 
Dans ce cas, on trouve 


(4) Ls V3 — (6 
Différentions maintenant (3) par rapport a £. 
On trouve 


( 3,(8—y) + 3,(6—y')—2,4,—2,.2,=0, 


(5) dé 
is 2,(7y —a) +2:(y'— a!) 4+ ps 21740. 
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Or, les équations (c) (41) et (c) (42) du Chapitre I donnent, en 
vertu de (1), et de (7) et (40) (Chap. I), 


a,=r(B—2) + ay— PE 


<2 


te iy) rues 


Substituant ces expressions de a, et y, dans (5) et en tenant 
compte de (2), on obtient 


F rz2(7y =: à + z1(5'— y) + 3,3 — 23) + ï 
ese = TS Ai) — Abe — 


d’où l’on tire, eu égard à (5), 


de 
(6) 
ai teat Js) or, — Jos a —y(y —«), 


| Pas a) + pe =Yr+y(B— y), 
en se rappelant que, d’après l'hypothèse faite, =, et s, sont différents 


de zéro. 
Ces équations conduisent encore à la suivante : 


(7) a de mont er ire rh 


car [l'équation (39) du Chapitre 1] 


a+B+7=0. 


2. Transformons maintenant les équations (43) du Chapitre I. 
En remarquant que, en vertu de (1), et (40) et (45) du Chapitre I, 


=? 2 
2 Va a, L2V,=— eRe, 
= 7 2Y2 — TR 

iy 4 be hac 
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on peut écrire, eu égard à (4), 


3; à oy nt 
energy, Pa NU nu mic 


2? : nn | B 
sees aay 0 ol ae) — Po 
SMe ke few og 

4 be hac Î 165 Cc 


Au PAR i 
Et Dr 1e br 


Ces relations exigent qu’on ait 
Aa(c—b)+ Bb(a—c) + Cc(b—a)=0, 
ou [voir les formules («) du Chapitre 1] 


re CU 
—(b—e)(e—ay(a— 0) f TETE 


Cette équation est impossible pour l’ellipsoide à trois axes inégaux. 
Laissant de côté le cas de l’ellipsoide de révolution, déjà étudié 
dans le Chapitre II, on peut dire que l'hypothèse, faite plus haut sur 2, 
et z,, est impossible; en d’autres termes, on doit avoir 
D) — 230, 


ou, ce qui revient au même, 


Li— Vi = La Je — 0. 


C'est le cas du mouvement, indiqué par Riemann (Ein Beitrag zu 


den Untersuchungen über die Bewegung eines flüssigen gleichartigen 
Ellipsoides, p. 183). 


On peut done énoncer la proposition suivante : 


Un seul cas possible du mouvement de la masse fluide, défini par les 
équations (40) à (43) du Chapitre I, où le mouvement d’entrainement se 
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réduit à la rotation de l’ellipsoide (a trois axes inégaux) autour d'un de 
ses axes principaux, est celui de Riemann. 


3. Les équations (41) et (42) du Chapitre I se réduisent aux deux 


suivantes : 
£,— £,y == 7 (P — a), 


ey LA) 


d’ou, en vertu de (44) du Chapitre I, 


d li 
di (as ys) = y(%s— Ys) = Sas Ja). 
On en tire, en intégrant, 
NEO 


o désignant une constante arbitraire. 
D'autre part, la dernière des équations (2) donne 


33—=2ax;—r(a—b)—=ax;— by;—0c— const. 
On a donc, en remplaçant a, b et c respectivement par G2 .07 eee, 


0ca?*— a 
— eet 
(8) Uist cas) eh UT Em ga 


et, en vertu de (40) du Chapitre I, 


nn —2pcab + o( a? — D) 
(9) = (a? — b?} . 


Il ne nous reste qu’à exprimer a, b,.c en fonction de ¢. 

Pour cela il suffit de substituer les expressions trouvées de +;, y; 
et r dans les trois équations (43) du Chapitre I. 

Nous obtiendrons ainsi trois équations différentielles du second 
ordre, indiquées par Riemann (oc. cit., p. 185). 

Les fonctions a, b, c étant déterminées, nous trouverons æ,, y, et 7 
en fonction de # à l’aide de (8) et (9), et enfin, les composantes u, 
ve, æ de la vitesse absolue de tout point €, n, € du liquide à l’aide 
de (16) du Chapitre I. 
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Cas où l’ellipsoïde ne change pas la direction de ses axes 
pendant le mouvement. 


1. Considérons encore le problème suivant : 
Trouver tous les cas possibles du mouvement, où l ‘ellipsoide fluide ne 


change pas la direction de ses axes avec le temps. 


Pour résoudre la question posée, il faut trouver toutes les solutions 
possibles des équations (39) à (44), ou, ce qui revient au même, des 
équations (46) à (48) du Chapitre I, en supposant que 


Pp—qg—T—o. 


Moyennant les dernières des équations tout à l'heure mentionnées, 


on trouve 
Si CONS S>— const., ZOOS bag 


(1) 2a@2,(8 —y) = 3933, 2b2,\y —%) = 5,53, 2¢2,(a — D) = 2,25. 
Ces équations donnent 


be + 232} ca+ sjs;ab=—0, 


wre 


2 » 
354 


ce qui est impossible si au moins deux des quantités z,, z,, 2, restent 
différentes de zéro. 

Donc le mouvement considéré n’est possible que dans l’une des 
suppositions suivantes : 


(1) 3 =n = OF 3, est différent de zéro, 
ou 
er Di Se = 0) 


Dans le dernier cas, les équations du mouvement se réduisent aux 
trois suivantes : 


2 À 

a+ œ'—— “= oA, 
a 

82+ B—— af) = 
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dx . : 
RÉÉSERETE NON NTI T 


où 
e+ 6+ yo. 
Ces équations admettent l’intégrale [l’équation (52) du; Chapitre I] 


eae A 
+ 


a+ bB?+ cy?=2D + const. 
ection 


C’est un cas particulier du mouvement, mentionné dans la $ 
précédente (voir aussi Kircunorr, Vorlesungen über mathem, Phystk, 


p. 366. Leipzig, 1883). 


2. Considérons la première hypothèse. 
Les équations (1) montrent que dans ce cas 


(2) i), 
c’est-à-dire, en vertu de (44) du Chapitre I, 
| b= pa, 


u. désignant une constante arbitraire. 
Etudions d’abord le cas particulier, en supposant que 


BDs Due 


Les équations (48) se réduisent aux deux suivantes : 


Pe, Le 
3 NES 
ARC ‘= 


car | : : 
: oe AO y=— 26. ; À 


Ces équations donnent 


œ'(a—2c)+oœ(a+hc)— - 


(3) 


où l’on a posé 
5 


L’équation (52) du Chapitre I, représentant l'intégrale de celle 
41 
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ue 


222 nin Te LUE iy Oi Lane 
te er devient = <2 
2. - 
(a+ ge ne es +h, 


> 
+ 


= sain ss mac 0]. 


Le problème se Ar à une » quadrature. 
. Nous avons ici un cas PNEUS du mouvement de Dir 
Chap. TD). | 


3. Supposons, enfin, que & soit différent de l’unité. ; 
Les équations (48) deviennent 


On a donc | 


ÿ A ab(B — ae PE + 
aes te Dore 


—. 


. ._ b(ac+a) 


aoe pat 2 
Cate eee +0 À. 
Substituant au lieu de A, B, C leurs expressions (a) (Chap. I), on 
trouve : 
ces f° [ac(w +e) + ca + eb— ab + cu |“ ox 
ab 
pany ro 


D'autre part, l'intégrale de forces v vives [Pequation (52) du Cha- 
pitre I] donne 


Spee: pad) _ “du 
tee Ph bea Sine ie et 
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Ces équations en a ne peuvent pas être compatibles. 
Donc, les seuls cas possibles, où Vellipsoide fluide ne change pas la 


direction de ses axes pendant le mouvement, sont ceux de Kirchhoff et de 
Dirichlet. 


Remarques générales sur l'intégration des équations du mouvement. 
Certaines solutions particulières. 


L. ete une transformation des équations du mouvement, 
établies aux n° 6 et 7 du Chapitre I. 

Introduisons, au lieu de x; et Vi (= =I, 2, oF les nouvelles incon- 
nues £; et y; en posant 


| br; — cy, (H— 21) bce =", 
(1) À GS AVE. (Y2— #2) Vea = Ne, 
| ax,— by3=&:, (y 2) GO ==. 


Les équations (41) et (42) du Chapitre I Gent SL. l'on y y rem- 
place en mème temps a, 6, c respectivement par a’, beet-ce, cette 
forme simple : 


| ah = G3N362 — Fo N263-+ La 2&3 == Xi (Es, &3, Ne, fis, @, ie 7 
(2) a. = 9, 1153— F3N31-+ Mobsb —X; (és 1, Ha nina 0, c), | 
= Gale Es — 014 Lat br be Neg (ÉiEss Mis Ney As be); 
| 1, = C3 Na — OoËo 3 + Laos = Yi (En sa Ma Miss D, ©) 
(21) Sp C1Ë103 — 3631+ Po N31 = Y2(E Erica Nay Mis 2HOpe) 


| i Cabe Ni — Cibie + F3 01 02 — dite Es, M, Nz, 4, 9, C), 


où l’on a posé 


2 be 2 ac 2 ab 
a= ee hs Ta ——? 
TT ON ED oh (ab) 
= (b?— c?)(3a'— w) Fe (c?— a \(3b*— 0) 
e) Ae ea a) (ab) a: (@? — bh?) (bc) 


(a*— b*)(3ct— 0) 


ia g 9 512 
3 (bi — c?)?(c?— a)” 


oa b?c? + ca? + a? b?. 
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Quant aux équations (4 om elles peuvent s’écrire comme il suit : 


Bas Sr eae gee 
9% #5 ARE Gat ie era gays (et a 
(a+b)§ (c+a)* 
3c? +. b? Es unt à 3a? + b°? 
arr ne ee (ee it ee 
(4) -— 
aE ny 2Ë303 nt b 
Pas oe SUR ETS SE à à 
3. + 3b? + c? 
ee Spi ay ee 
| 2 EN : 2Ën: +1 LE ra 2 
\ - (ee (bee “= * « ap atte 


En ajoutant aux équations différentielles (2), (2,) et (4) la relation 
(5) = abc = 4% = const., 


_on obtient un Sn de dix équations, suffisantes pour déterminer 
dix inconnues : | 


ÉD 


épées Tr Mn UE Lo CC CU 1 
2. Transformons les équations (4) de la manière suivante : 
Posons, pour simplifier l'écriture, 


3b?+ a? 3c?+ a? abs Vis a Eine 


SIS (ate pi er Nr ga ER ete eye 
SC a Ja? + 0? 2E ie 262%): 

eee ae £ PR Re es COLE. 

2 (bc (Gye Mig) a (a 6} pte fst n;)?— b(b—c)3 b(a+ 6b)?’ 

a 34°C - 9 3 b? + c? a Ns 2g q 

6 — ' ,)2 ; G2 te +. Si fi . 

HE a tt BTS gta te) CUS 


Désignons par T(£;, n;, a, b, c) la somme 
Si Sat Sa T(E;, nj, a, b,c) ( he 
Il est aisé de s’assurer que 


(db +mc)(éc+ nb) (E.c+ 12@)(Esa + nc) 
ee ee : 
be( b* — ct}? ca(c?— a’)? 


T=—a2 


(€3a + 73b)(E,6 + SCD) 
ab(a* -- b*)? 
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. . os . 1 I ae 
Multiplions maintenant (4) respectivement par ps et addition- 
nons les résultats ainsi obtenus. 
On trouve 


22 h2 Il [/4 [4 

a?b?c?|, a b € 

Ws rie) 
; G) j a 


IN SEK S10 = ois 


car 


D'autre part, la relation (5) donne 


ah rk? a 


‘ a’? b'? ab! 
= ss — L hg 
eos | 2Q(a, 6, a’, 6’) 


(On peut ‘donc écrire 


#4 


a? b* c? 


21— - ET (ES 4 2 Dre 0 BG O 0) 


isa r ft 
EE t 


eu Sita Son 1 sei de Adans(4), on obtient les deux équa- 
tions suivantes : 


| LE a,b) + ee è “QU ba, 0) = Au 


(6) 


abc’? a? 


| b”= R;(E nn, 4, 8) + O(a, b,a',b')=1B;, 


où l’on a posé 


DAC 


| madame (T 41) 
(7) ; = (KORE? 6 , 
GHB Io | Ro (Ei Nir dpb) 0 Siz 2B Ob a (Tet): 


4 


On suppose que, dans les aquations (8) et (7), ¢ soit remplacée par 
son:expressionen @ et b à l'aide de ( 
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3. Prenons maintenant 


pour les nouvelles inconnues. Tin oe 
Les équations du mouvement s 'écriront comme il suit : 


| ef = Xi (é2, és, N21 Ns, À, b), ni As (és Es M2, Ti3, À, b), 


Ba No (Es, Gi Nas mm, @, 6), "ny LV, CE lS bp). 
<= X3(&1, bey 01, Nes a, b), i= Viti, Es, 11, Na; À, b), 
da! À 2ab° c°? 
— =R,(é;, ni, a b) + -Q (a, 6, BE )=A, 
d by) beg 9) 3 ? 
(8) dt : een afk tee en! 
à t ee i : Rie 221485 534 lis DD à SU 
db! ge à 2bc°'a? 
a = Rs Ni, a, DE See “Qa, os dE ru 
4) 
ae db > 
| ‘ dt j at Fi 


Ces équations forment un sy stéme normal de dix Ene du pre- 
mier ordre dont l'intégration détermine les inconnues = E se Nir @ ét 'b du 
problème en fonction a fk ‘ 


Les équations (8) admettent trois heels générales qui se pré- 


sentent, en variables, 5; Nir Sous la forme leon les, équations (50), 
(51), (52) du Chapitre ze Se ests StEREr tT 


BUITR TINE & 01 
Et +? Hé ICONS 

{ ON 23 ” \ 88 Woe À 
i+ n? + n?= const. — /? 


’ 


ap bP elt (Eb +n,c)? au (£ie at mb) a 


(9) ( CET 
_ ee + ma) + (Ena + nc) sede CU 
T (c?— a2)? decd a 10 del 
(3a + n;b)?+ (E,b +na) : 
ab} ZE 4D + 2. 


Ces intégrales étant connues, la solution du problème se ramène à 
l'intégration d'un système du septième ordre. 


/ ae : 0 : - . ; 
4. Les seconds membres des équations (8) étant indéperidants de 4, 
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considérons le système de neuf équations différentielles : 


Mae Be es © 
| db De Db aa 
h dns  Y; dn? _Y: 
a) ae ne 57 
| da' _ A, db. B; 
Mab. bl abn Spe 


diy _ Xs 
abt Jo 
CLONE 
db D! 
da a 
db D’ 


qui admettent trois intégrales connues (9). 

Il suffit, certainement, de trouver encore six intégrales, distinctes 
de (9), pour ramener le problème à une quadrature ; or, dans le cas 
considéré, le nombre d'intégrations nécessaires peut être diminué à une 


untle. 
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Nous allons démontrer, en effet, cette propriété importante des 


équations du mouvement (8) : 


Il a t de trouver, outre les trois intégrales connues (9), encore CINQ 
intégrales distinctes, ne dépendant pas ye L, pour ramener l'intégration 
des équations du mouvement aux quadratures. 


En tenant compte des expressions de X;, Y;(1—1, 2, 3), A, et B,, 


on s’assure sans peine que 


1 1 | ou’ da’ 4: OB, 4 OAL OA, 
=P \ 0b * da 0b! da’ 
1 
— b' | ob! ( 6) J da! 6) 


Or, en vertu de (44) du Chapitre I, 


+6 


2 D Oe c+ a? De ye + 6? 
7 | (y — 8) ria), (Po) — 
H — b' (7 as b? — @ 7) C? — a? a? b? 
ak Geel arb a’ b* + 2 a? + | 
ab’ | 92 — at D: a? bt — 0 ENG 
1 fe?+ a* b? eo + a? b* a? + 6b? 
4 ee alec =) 
2 aoe Ve anos a? — mi) 


0 
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Il est aisé de s'assurer que agé Ss GLEE sh + RMEMNRREEN 
1 Af vi+atbt “atb+es a+ =a 
a ab ab ath —e? a— 6 


b da\ c2?— ate? 2 ab a — & 
On a donc | 
= dfi 
(al À 
où l'on a posé 
a’ b* 


D'autre part, 


te poe ed d Et, Are 2a + ba’ (a+ ab?) 
alae (—— } sat @ = 5 S| 


bw, - ao, 


Ep 


(2@+b? da a +26? 
ba, "db aa, 
wi e2(a?+. 52) + ab bd : Faune 


On a du im Te 
À (20+ 8\_ à (a+ ~~) 
da\ boy | leas a 
Par conséquent, SUR INT CURE 
1 [-0 fba'cQ\ ‘0 fabtc'Q\YY a : : 
at B baw (es) a (a= at 
ou 


72 2 2 Bb ane 
foi | AS aoe cacy À 
w} a®@, 
Les équations (11), (12) et (13) conduisent à la relation suivante : 
1 + fr) _ df 
| a" ab aes 


qui montre que /e principe du dernier multiplicateur de Jacobi s'applique 
aux équations (10). 


Il en résulte immédiatement la proposition énoncée au début de 
ce numéro. 


PA 
- 
7 ° 


a AL 4% 
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ui ent d’une autre propriété remarquable : 
eng E, et ns, as Na» elles restent inaltérées si 
remp ace £; respec ctivement par 4; (¢=1, 2, 3), et inversement. 
en résulte immédiatement la De suivante : 


ns (8) edmericnt une certaine solution de hi sae 


be a), Ge HE), 
DO) b= 80), cb (r), 
Lo Ur), 8,8) (= 1, 2, 3) étant les fonctions connues Lx a Ai 
nécessairement une aulre, définie par les formules 


: ER soil dt), m=9(t)s 
” a Li anse LA beet) eile 
= errant aux variables x;, y, liées à £, et 7; par les AT a, on 


peut dire que les équations différentielles (41), (42), (43) et (44) du 
Chapitre I ne re pas sa forme, si l’on y remplace 


s 


. ee” Z Li, Le, £33 Is Ve Y3 


respectivement par 


Vi VE CET EYES 


Donc, si ces équations admettent une solution quelconque 


Li = Si t), Yi= YXE) (f=1, 2, 5), 
1 a=4(t), b=%(t), c=%(£), 
4 

3 


D gt), iit), §(t) étant les fonctions connues, elles admettent néces- 
2 sairement une autre : 


| | b 
| n= 5h00 La — 220 "Ti 4/2 4400 
k P —_ 
4 b c a 
| | nay /Zoul n= / Sole n= Vf gre 


a = 6(£). b=6,(t), c= 5,(t). 
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Cette proposition conduit au théorème suivant, dû à Dedekind : 


À tout mouvement possible, défini par les équations 


! Li D + Y1C 
a Ducs 1 
u = SE Jin + wb, P= b Cc ? 
2 b' r Le + Vo 
— + | ie ry 
Ws See Cg ae gl SIA) a Fer 
ip! se Ee Ya0 
wa Jal + ant —6, a eure te 
d’un ellipsoide 
; 2 2 r2 
<< 5 n re em 
0 QE dou 


Cc a 
Cc r a ab 
v= SONS Gi Boi a tue Je 


où u, v, w désignent les composantes de la vitesse absolue du point Che qe 
du liquide; p, q, r les composantes de la vitesse angulaire du mouvement 
d'entraînement; a, b, c, x; et y; les fonctions connues de t vérifiant les 


équations (41), (42), (43), (44) du mouvement (Chap. 1). 


6. Il n’est pas inutile d’indiquer Vapplication de ces théorèmes a 
certains cas particuliers, où le problème d'intégration se simplifie 
essentiellement. 

On peut satisfaire aux équations (2) et (2,) en posant 


Nh = Na es Ns (ON 
c’est-à-dire, en vertu de (1), 
Li — ¥1, Ta — V2, T3 — F3; 


ce qui correspond à la supposition que le mouvement du liquide soit 
irrotationnel. 
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Les équations du mouvement (8) prennent la forme suivante : 


ay piéces f= brlslu eo Pstien 


da' " 2 ab? C2 3 

(16) < ae à Iulér 0: a, 6) + — Q(a, ba” D =a, 
db" 2 bc? a? : ab 

| ap = Ral, 0, a, 6) + ——— O(a, by 4’, 6"), Ge’. 


Les intégrales (g) se réduisent aux deux suivantes : 


E24 E24 F2— kr, 

(17) 6? + c? c? + a? 2 2 
12 12 12 2 9 a A 

al? + b'?+ CHE a+ OTe gn + 85 Cat Bn 


Th cp —= 4 D + A. 


a 


En appliquant à ce cas particulier le théorème du n° 4, on s’assure 
qu'il suffit de trouver CINQ intégrales distinctes des équations (16) pour 
ramener le problème aux quadratures. 

Or, deux intégrales (17) de ces équations étant connues, 1/ ne nous 
reste qu à trouver encore TROIS intégrales, ne dépendant pas de t, pour 
résoudre le problème à l'aide des quadraiures. 


7. Les équations (8) étant symétriques (') par rapport à £,, Sa, 8, 
et ni, es Hz, on en déduit immédiatement un second cas possible du 
mouvement en posant (comp. le théorème du n° 5) 


Ps Che id, 


Les équations (8) se réduiront à sept équations de la forme (16), où 
il faut seulement remplacer les variables £,, &,, £, respectivement par 
Mis No» N3- 

Les équations ainsi obtenues admettent deux intégrales qu'on 
obtient en remplaçant dans (17) Cees par ine as lle 


Il suffit de trouver encore trots intégrales distinctes, ne dépendant pas 


ee ee a Se es _ —— ——— 
(1) Remarquons, en passant, que cette propriété des équations (8) conduit immédiate- 

ment au résultat suivant : s’il existe une intégrale des équations (8) 

(4) fn bo, Es, N1: Na, 13) a, b, a; b') = const. 

il existe nécessairement une autre qui se déduit 


non symétrique en Er, &2, 3 eb 1, Nas Mas 
de (x) par la permutation réciproque des lettres Er, Ee, Es et m1, Na, Nas 
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de t, pour achever l'intégration des équations dont il s'agit à l’aide de 
deux quadratures. 
8. La troisième solution particulière correspond à la supposition 
(18) PEUT ba Na Es Ns: 
Les équations (8) deviennent alors 
| E = (cs — oat or) Eres, 
= (o,—0,+ pa) bss, 


ce (T2 — Gi a bs) Erb; 


(181) da' + 2 ab? c? 3 da ‘ 
Te = Ri(és 6, a, 8) + = Q(a, b, a', b'), FF 
db 2 bc? a? a db US 

== Rees, E:, a,b) + —— Q(a, 6, a’, b E Fe ow 


dt 
et les intégrales (9) se réduisent aux deux suivantes : 


AR à 


a U9 07428 ES ps (Ca) a tb 


Gade Ce a ne ee 


Le probleme se raméne, comme dans les deux cas précédents, à la 
détermination de trois autres intégrales, ne dépendant pas de t, des 
équalions (18). 

Ces intégrales étant trouvées, l'intégration s’acheve à l’aide de deux 
quadratures. 


- 9. Les équations du mouvement admettent encore la solution sui- 
vante : 


h=mM=Ë= "=, 
E = const., N3 = const. 


et se réduisent, dans ce cas particulier, à quatre équations 


d ! 2 hn2 
= = RK, (0,0; €3, 0, 0; 7153, a, BY Fier = Ota, ora 0; 
| db! He 
(19) { Fi R:(0,0,63,0,0,n,, a, b) + be 0(2,8/a 700) 
)] 
da fe db | 


I 


ree are 
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qui admettent une intégrale de la force vive 


fe) 2 ja 3) 
he (€,4-+ 735) + (Ë:0 + na) =i) Maye 


20 a+ b+ ¢c?- 
( ) == c (a?— b?}° 


D’après le théorème du n° 4, il suffit de trouver deux intégrales 
distinctes, indépendantes de 7, pour ramener l'intégration aux quadra- 
tures. 

Or, l'intégrale (20) étant connue, v/ ne reste qu'à déterminer encore 
une seule intégrale de l'espèce considérée pour résoudre le problème à 
l’aide des quadratures. 

Nous avons ici un cas possible du mouvement, indiqué par Rie- 
enna o 
Le cas particulier de celui-ci, correspondant à la supposition 
a=const., OO COnste, C— const, 


nous l’avons déjà étudié plus haut. : 


10. Remarquons que les équations (16), (17) et (18,) admettent 
aussi les solutions particulières correspondant à la supposition que la 
surface libre du liquide ne change pas sa forme pendant le mouve- 
ment, pourvu qu'il existe certaines relations entre les constantes a, b 
et c. 

Considérons, par exemple, le mouvement, défini par les équations 


(18) et (18) 


“Les équations (18) conduisent, en vertu de (1), aux relations sul- 
vantes : 


bay, — C0, :-: Ca — AY21 =, ‘axr3;— by3= 0. 


Si a, b et c ne dépendent pas de ¢, on doit avoir, d’après les 
recherches de la Section I de ce Chapitre, ou : 


(1) m= Yi G, 


Ly, Vos Lz, Ja étant différents de zero, ou 


(3) a= Ya a 2 0) 


ax, et y, étant différents de zéro. 
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La première hypothèse exige qu’on ait 
Es — 0, 


£, et £, étant des constantes, différentes de zéro. 
Or, la première des équations (18,) donne 


; (T3 — O2 + Pr )E2b3 = 0, 
c’est-à-dire 
T3 — Ca + Hi— O0. 


Pour que le mouvement soit possible, il faut et il suffit que cette 
relation soit compatible avec l’une des conditions (45), (52), (78). 

En nous bornant par cette remarque, sans entrer dans le détail, con- 
sidérons la seconde hypothèse ou 


sO, axr3+ bY3—= 0. 


Can: 
= 


Les équations (81) et (82) de la Section I deviennent, eu égard 
à (83) et (84), 
R03 2@bx£}=pl(a-+t b)*8. 


Le mouvement n’est possible que dans la supposition (6) du n° 18 
de la Section I, lorsque 
OS Ss ob, 


et, comme il est aisé de voir, correspond au cas, où les condi- 
tions (93) se réduisent a l’équation 


Cc 
= =s=5($) AAA 
s,(¢) désignant la racine de l'équation 
®(s,t)=0 


(voir n° 20 de la Section I de ce Chapitre ). 


11. Je terminerai ce Chapitre par la remarque suivante : 
L'intégration des équations (2), (2,) et (4) [ou (8)] étant effectuée 
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on obtient les expressions des variables 
Lo db eb ce (J==1, 2,3), 


en fonction de ¢, ainsi que les composantes p, g et r du mouvement 
d’entrainement. 

Pour déterminer complètement la position du système dans l’espace, 
il faut encore exprimer en fonction de ¢ les cosinus directeurs 4, Bi, 
Yi (= 1, 2, 3) des axes mobiles £, n, € avec les axes x, y, z, fixes 
dans l’espace. 

Montrons que ce dernier probléme se raméne toujours a une seule 
quadrature. 

Envisageons les équations (46) du Chapitre I. 

Ces équations, combinées avec les équations de cinématique 


passant par le centre de l’ellipsoide, ne change pas sa direction dans 
l’espace. 
En le prenant donc pour l’axe des z, on trouve 


21 — KCOSCK,E) = Kys: 


(21) Zg—kcos(k,n)=kys, 


— 


Za— keos(k, 6) = ky;. 


Ces équations déterminent y,, Y2, y, en fonction de /. 
Introduisant maintenant les angles 9, + et ) d’Euler et en se rappe- 
lant que 


71=— sin§ cosg, y2= sin9 sing, Y3 = COS 6, 


on obtient 


LA 
# 


cos) = 7? tang ¢ 


a 
w 


| 


| 


JQ 
rey 
| 
| 


ù 


Ces équations déterminent 6 eg e 
Il ne reste qu'à dét erminer l’an 
Pour pe il suffit d’ RU les formules rene 


ar es ties 


tique — Bas à: Fe ; © = oe a sh) Sas Pr FAP cu 
, dy 


== Siti SU nee 


got donnent, eu 1 gan a FOR, et (22), 


PI Vs 
dias imitsl : 


Hu a rR ; ete at ri hea: . 5 “ RE 
d’où l’on tire à Paide d’une quadrature es 


: 
5 Ssh) VST 


> . 
j 1 x L > Ron be a É 
if L P bee A 12 sado Se ENS 

Ke CORNE NT oa BUS 8 . 
i Le ! 
des ve . t 
A 3 ay ine À sly > ” 

URW = : } ‘ 7 & rf $3 

iy 5 rs tr HE SE Er 
me js 
a2 sas 

: 

‘ nek by ~ 
i ; + : aad = 11 
of 
a 
hb: 4 
= 
“s 
LA 
’ 
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PROBLÈME BIHARMONIQUE RESTREINT: 


Par M. S. ZAREMBA. 


I. — Introduction. 


1. Nous appellerons problème biharmonique le problème suivant : 


Déterminer, pour un domaine donné (D), une fonction w admettant 
des valeurs périphériques donnees, telle que sa dérivée suivant la normale 
intérieure à la frontière (S) du domaine considere soit égale à une fonc- 
tion donnée et telle enfin que, à l'intérieur du domaine (D), elle vérifie 
l'équation aux dérivées partielles du quatrième ordre 


(1) A = 0, 
où A représente l'opérateur de Laplace (*). 


Dans certains cas, comme par exemple dans celui où il s’agit de 
déterminer la figure d’équilibre d’une plaque élastique encastree, on 
connaît à l’avance une fonction ¢ vérifiant les conditions aux limites 


de la fonction demandée w. 


(1) Le problème biharmonique a déjà fait l’objet d'importants travaux (voir en parli- 
culier le Mémoire de M. Korn dans le Bulletin de l'Académie de Cracovie, octobre 1907, 
ainsi que les Rapports sur les Mémoires présentés au dernier concours du prix Vaillant 
dans les Comptes rendus de l’Académie des Sciences de Paris, du 2 décembre 1907), 
mais la méthode exposée dans ce travail est essentiellement différente de celles des 


autres auteurs. 


2 = 
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Placons-nous dans l'hypothèse où la circonstance précédente se pré- 
senterait, ct supposons que la fonction + jouisse des propriétés sui- 
vantes : 


1° Elle est continue dans tout le domaine (D) et mème sur la fron- 
tiére (S) de ce domaine; 
2° Chacune des dérivées du premier ordre de la fonction considérée 
est égale à une fonction vérifiant les mêmes conditions de continuité 
que Ja fonction + elle-même; 
3° L’équation 


(2) p= A9 


définit une fonction v pouvant n’étre ni continue ni même bornée, 
mais telle que l'intégrale (*) 


(3) V? dr, 


(D) 


où dz représente l'élément du domaine (D), ait une valeur finie, bien 
déterminée, et telle en outre que le potentiel [logarithmique ou new- 
tonien suivant le nombre de dimensions du domaine (D)| dérivant 
d’une masse, continue dans le domaine (D) et ayant en chaque point 
une densité égale à la valeur correspondante de la fonction 4, admette 
des dérivées du premier ordre continues, non seulement à l’intérieur 
du domaine considéré, mais aussi à la traversée de la frontière (S) de 
ce domaine. 

On pourra alors énoncer les conditions aux limites relatives à la 
fonction demandée w de la façon suivante : 

Les valeurs périphériques de cette fonction et celles de ses dérivées 
partielles du premier ordre devront coincider avec les éléments ana- 
logues relatifs à la fonction 9. 

€ est cette forme particulière du problème biharmonique que nous 
désignerons par la dénomination de problème biharmonique restreint. 

L’énoncé de ce problème offre l’avantage de conserver un sens 
précis, quelles que soient les singularités de la frontière du 
domaine (D). 


(1) Dans tout ce travail, nous nous placerons au point de vue des quantités réelles, 
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Pour plus de brièveté, nous nous bornerons au cas de deux variables 
indépendantes, mais on verra que, à quelques restrictions près, les 
considérations qui vont suivre peuvent aisément être étendues à 
l'espace; plus particulièrement, l'extension à l’espace de la théorie 
développée au Chapitre suivant est immédiate. 


2. Dans tout ce Mémoire, nous représenterons par F(A) la valeur, 
en un point A, d'une fonction F des coordonnées rectangulaires x et y 
d’un point variable et nous désignerons par dz l'élément d’aire; tou- 
tefois, lorsqu'il y aura intérêt à indiquer explicitement qu'un élément 
d’aire se rapporte à un point B, nous remplaccrons le symbole dz par 
le symbole d7,. | 

Ces conventions admises, reprenops les notations du numéro précé- 
dent et posons 


4 U— Q —#, 


A. 
Eu égard à l'équation (2), nous aurons 
Au—%—v#, 
d’où 


A)= — i a r o AB x 
(6) AGA} = | [U(B) — #(B)HogAB den, 


7 (D) 


r 


en tenant compte de ce que la fonction w et ses dérivées du premier 
ordre s’annulent sur la frontiére (S) du domaine (D). 

Les formules (4) et (G) ramènent le problème biharmonique res- 
treint au problème suivant : 


Determiner une fonction ¢, harmonique à l’intérieur du domaine (D) 
et telle que la fonction u et ses dérivées partielles du premuer ordre restent 
continues, méme à la traversée de la frontière (S) du domaine (D), et se 
réduisent sur elle à z¢ro. 


Nous verrons au Chapitre IT que ce probleme équivaut au probleme 


suivant : 


Étant donnee une fonction Ÿ telle que l'intégrale (3) ait un sens, 
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déterminer une fonction v, harmonique à l'intérieur du domaine (D), 
telle que l'intégrale 
dt 


ait une valeur finie et telle, en outre, que pour toute fonction h, harmo- 
nique à l’intérieur du domaine (D), on ait 


[ Yada | ehdr, 
(D) (D) 


sous l'unique condition que l'intégrale 


ff ht dt 
(D) 


ne soit pas dépourvue de signification. 


Nous donnerons au probléme précédent la dénomination de probleme 
biharmonique intermédiaire ou, plus simplement, celle de probléme 
intermédiaire. 

Le Chapitre suivant sera consacré au problème tntermédiaire ; ce pro- 
blème y sera traité sans introduire aucune hypothèse restrictive en 
dehors des suivantes : le domaine (D) ne s’étend pas à l'infini; l'aire 
de ce domaine a une valeur bien déterminée; enfin, la fonction 
donnée Ÿ est tout à fait quelconque, à cela près que l’intégrale 


i d° dr 
. (D) 
ait un sens. 


Dans les Chapitres ultérieurs, nous devrons particulariser davan- 
tage la nature du domaine (D). Néanmoins la frontiére (S) de ce 
domaine pourra se composer d’un nombre quelconque de lignes fer- 
mées, elle pourra avoir un nombre fini quelconque de points anguleux 
dont quelques-uns ou tous pourront dégénérer en points de rebrous- 
sement; toutefois, estimé à l’intérieur du domaine (D), l’angle formé 
par les deux arcs issus d’un point de rebroussement devra être égal à 
zéro et non pas à 27. 

La théorie du problème intermédiaire nous conduira à l’intéressant 
théorème que voici : 
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Désignons par s ét +, deux fonctions continues définies sur la fron- 
ticre (S) du domaine (D) et envisageons l’ensemble (EB) des fonctions 
dont chacune, F, jouit des propriétés suivantes : 


1° Chacune des fonctions 


OF oF 


ey ier 


est égale à une fonction continue à l'intérieur du domaine (D) ainsi que 
sur la frontière elle-même de ce domaine ; 

2° Les valeurs périph:riques de la fonction F constituent une fonction 
identique à la fonction o; 

3° En tout point où la frontière du domaine (D) admet une tangente 
déterminée, la dérivée de la fonction F prise suivant la normale intérieure 
a(S) en ce point est égale à la fonction &,. 


S’il existe dans l’ensemble (E) une fonction 9 vérifiant les mêmes con- 
ditions générales que la fonction désignée par la méme lettre dans l'énoncé 
du probleme biharmonique restreint, ilexistera aussi dans l’ensemble (E) 
une fonction w telle que, pour 


Ft 


ik (AF)? dz 
(D) 


alteigne son minimum ; la fonction w verifiera, à l’intérieur du do- 
maine (D), l'équation 


Vintégra le 


Atty = 0; 
elle sera donc une fonction biharmonique. 


Dans le dernier Chapitre, je ferai connaitre une méthode générale 
pour effectuer réellement le calcul de la fonction ¢, solution du pro- 
blame intermédiaire. Je donnerai par cela même une méthode géné- 
rale pour calculer la fonction demandée dans le problème biharmo- 
nique restreint. 

La méthode dont je viens de parler nous conduira à un théorème 
qui me paraît important et dont voici l’énoncé : 
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Designons jar v une fonction donnée, harmonique à l'intérieur du 
doma'ne (D ) et telle que l'intégrale | 


[ p? dt 


ADI) 


ait une valeur finie ; il sera toujours possible de faire correspondre a tout 
nombre donne <, different de zéro et positif, mais arbitrairement petit, 
une fonction h, régulièrement harmonique à distance finie dans tout le 
plan sauf en un nombre limité de points singuliers, situés à l'extérieur 
du domaine (D), telle qu'on ait 


if (p— h} dr <e; 

“ (D) 
au surplus, dans le cas où la frontière du domaine(D) ne se compose que 
d'un seul contour, la fonction h se réduit a un polynome entier. 


II. — Le problème intermédiaire. 


3. Le problème intermédiaire admet au plus une seule solution. 

En effet, reprenons les notations de l’Introduction et supposons que 
deux fonctions ¢” et 9” représentent chacune une solution du problème 
considéré. Dans ce cas les fonctions ¢’ et »” jouiront, par hypothèse, de 
la propriété suivante : on aura 


f sat four 7, 


D) (D) 
ip Une he a vh dr, 
D) (D) 


pourvu que la fonction A soit une fonction harmonique à l’intérieur 
du domaine (D) et telle que l'intégrale 


ip h2 dr 
”(D) 


soit finie. Par conséquent, pourvu que la fonction A satisfasse à ces 
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Oo 
— 
Os 


conditions, on aura aussi 


(1) i h(e'— e")dt=0. 
(D) 


Or les fonctions ¢ et ¢” sont chacune harmonique à l'intérieur du 
domaine (D) et les intégrales 


fl vy? dr el { ode 
(D) (D) 


sont finies par hypothèse. Il en sera done de même de l'intégrale 


Hi (o' — 0")? dr. 
(D) 


Par conséquent, nous avons le droit de poser 


1/2 


Cane 


L’équation (1) donnera alors 


if (ol #7)? dr = 0. 
(D) 


Donc les fonctions ¢’ et »” sont identiques. Cela prouve bien que le 
problème intermédiaire admet au plus une seule solution. 
A. Supposons que le problème intermédiaire soit possible, et soit v 
I 
la solution de ce probleme. Nous aurons 


(2) i VR at = Yh dr, 
(D) (D) 


en désignant par À une fonction de meme nature qu’au numéro précé- 


dent. 
Posons, comme nous en avons le droit, 


y=. 


i dea f ve dr, 
(D) (D) 


Il viendra 


Fi oF) — 5 } 
Pin, 7 LR 
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On aura done 


| | af dr | a — ds. 
(3) [ve [ c+ f (Ye) | 


D) (DR 4 
Cela prouve qu’on aura 


eae > | "ar, 
re (D) (D) 
à MOINS qu On n alt 
(dW— ph dr =0, 
(D) se 
ce qui, lorsque la fonction J est continue à l'intérieur du domaine (D), 
ne peut arriver qu’à la condition d’avoir — 


Er 


en tout point intérieur à ce domaine. 


5. Lorsque le domaine (D) coincide avec l’aire (T) limitée par un 

cercle (G) de rayon 7, la solution du problème intermédiaire est immé- 

| | diate. En effet, désignons Hs une fonction quelconquet elle que l’in- 
tégrale ny 


— 


d? dr ‘ ‘ y 
(T) ; 


ait un sens, et, en plaçant le pôle d’un système de coordonnées 
polaires (9, 0) au centre O du cercle (C), posons 


Vv = = 
0 ate 
oki — nn VAE pi sin kd 
: 05 
; (Ri dso doze ae 


k= — 4/29 pr cos 6 


7 


La fonction demandée ¢ sera alors donnée par la formule suivante : 


(4) | ire 
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en posant a 


(5) A, | bc, de CH =O M2 a )« 


Si aisée que soit la démonstration de ces formules, nous ne pouvons 


nous dispenser de la développer, parce que ces formules serviront de 
base à tout ce qui va suivre. 


Je fais d’abord les remarques suivantes : 


1° On aura 


(6) El) PCr ats 
(T) 


2° La série (4) sera uniformément et absolument convergente à 
l'intérieur de tout cercle concentrique au cercle (G) et de rayon plus 
petit que lui; 

3° L'intégrale 


(7) a PhD [NU de 


Sa) i by) es (TT) 


aura une valeur finie ('). 


Considérons maintenant une fonction harmonique à l'intérieur du 
cercle (C) et telle que l'intégrale 


ait un sens. On aura 


(8) Le Re B;°;, 


en posant 


(9). nell he, dt Cri 0. 10; OF, Te) 


Jobserve maintenant ceci : quelle que soit une fonction F, telle que 


(1) Voir pour tous ces points le paragraphe 7, page 15 de mon Mémoire Sur l'intégra- 
tion de l'équation biharmonique (Bulletin de l'Académie de Cracovie, janvier 1908). 


A 11 
Ann. He. Norm., (3), XX VI. — Aour 1909. 44 


316. 


l'intégrale 


ait une valeur finie, on aura (') | 


(10) iL pF dr => a, f 0, F dt, 
‘ UE) . n= (T) 


ainsi que 


=a AFd = SB, i o, Far. 
(T) jaa (‘is 


Posons dans cette dernière relation F = Ÿ, il viendra 


HN | [meade ey 


j=0 


= 


™. 


en vertu des formules (5). D’autre part, si, dans légalité (10), on 
pose F = A, il viendra 


(12) , il ph cay AD Das Si 
FE) : n=0 - 


en vertu des formules (9). 
Les équations (11) et (12) entraînent la suivante : 


= 


it ph dr = vh dr. 
(ar (T) 


Cette équation exprime précisément que la fonction ¢ est bien la 
solution du problème intermédiaire pour l'aire (T) par apo a la 
fonction Ÿ. 


6. Supposons que le domaine (D) puisse être défini comme l’en- 
semble des points dont chacun est intérieur à l’un au moins de deux 
autres domaines (D,) et (D,) ayant des points intérieurs communs et 


(1) Foir le paragraphe 6, page 10 du hanes cité a la page précédente; se HPOTISE 
en particulier à la remarque qui termine le paragraphe indiqué. 
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tels que, pour chacun d’eux, on sache résoudre le problème intermé- 
diaire. Je vais montrer qu’une méthode, que j’appellerai procédé alterné 
à cause de son analogie avec la méthode connue sous ce nom et ima- 
giné par M. Schwarz pour le problème de Dirichlet, permettra de 
résoudre, dans ce cas, le problème intermédiaire pour le domaine (D) 
lui-même. 

Désignons par Ÿ la fonction donnée par rapport à laquelle il s'agit 
de résoudre le problème intermédiaire. Formons une suite infinie de 
fonctions 


(13) Vo, di, Ye, Ws, ORO 
définies dans les limites du domaine (D) de la façon suivante. On a 
b= 


dans tout le domaine (D), et, d’une facon générale, si l’on désigne 
par « l’un des nombres 1 ou 2, la fonction Ÿ.,,,, se déduira de la fonc- 
tion Yoz,,-, de la manière que voici : à l’intérieur du domaine (D,) 
elle sera égale à la fonction harmonique qui, pour ce domaine et par 
rapport à la fonction L,,,,_,, représente la solution du problème inter- 
médiaire ; dans tout le reste du domaine (D) on aura 


Vera Vans a -1* 


Je dis tout d'abord qu'il n’y aura pas d’obstacle à prolonger la 
suite (13) autant qu'on le voudra. En effet, s'il devait s’en produire 
un, il ne pourrait consister qu'en ce que l'intégrale 

Wi dr, 
(D) 
pour une certaine valeur de l'indice nv, cesserait d’avoir un sens. Or 


on a évidemment 


(14) | Wde= [ var. 


(D) (D) 


D'autre part (n° 4), nous avons 


2 4 2 ae 
f Yade s f Verto dr; 
Y (Dy) 


an Dy 
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nous avons done aussi 


: ; 
| Yevxdes [pra 
(D) (D) 


ce qui peut s’écrire ainsi : 
(15) ads [| qi de. 
(D) (D) 
Par conséquent, l’intégrale 


di dt 


(D) 


aura une valeur finie quel que soit, et, comme nous l’avons annoncé, 
la suite (13) pourra être prolongée autant qu’on le voudra. 

Désignons, comme précédemment, par «& l’un quelconque des 
nombres 1 ou 2. Je dis qu'on aura 


[ Vorraborta—1 at 


7 (D) 


(16) if Vor+o Vosra drs 
(D) 


pour toutes les valeurs non négatives des entiers # et ¢. En effet, il 
résulte immédiatement de la définition de la fonction L.,,, et de ce que 
la fonction Ÿ,,,, est une fonction harmonique à l’intérieur du domaine 
(D,) et telle que l'intégrale 

[ Virsa CT 


: “(De) 
ait un sens, qu’on aura 


i Var+a Vorra a= Verve Vos dz. 
(Da) (Do) 


D'autre part, dans le domaine (D — D,) on a, par définition, 
a = Vorroa—t 


On conclut immédiatement de la que la relation (16) sera bien véri- 
fiée. Cette relation exprime qu’on aura 


(17) Yeedt= | dodo dr, 


(D) (D) 
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pourvu que les entiers p et q vérifient les conditions suivantes ; 


( p= 4 (mod. 2), 
(18) | 


Supposons que l’entier g vérifie l'inégalité 
GERS 


Dans ce cas, d’après ce qui précède, on pourra changer, dans 
l'équation (17),peng—retqgenp+t: IL viendra 


1? 
i) Doi Vas at =f Up Yy-1 dr. 
(D) (D) 


, 


Cette équation et l’équation (17) entraînent la suivante : 


[ bo Vi at = [ Vo Ya A, 
(D) (D) 
laquelle sera valable pourvu que les entiers p et g vérifient les condi- 


tions que voici : 
P=1 (mod. 2), 


Pp > 9; 


q>I. 


Nous arrivons done à la conclusion suivante : lorsque les entiers p 
et g sont de même parité et lorsque aucun d’eux n’est nul, l'intégrale 


(19) [ Up Vy dt 
AD) 


ne dépend que de leur somme. Moyennant la relation (17)0n conclura 
immédiatement de là qu’il en est encore de même dans le cas où les 
indices p et g sont de parité différente, et cela sans que la valeur zéro 
pour l’un des indices p ou 4 soit alors à exclure. Il est done permis de 


poser 


(20) Del D bg dr 
(D) 
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à condition de ne donner, dans le cas où les indices p et g seraient de 
même parité, la valeur zéro à aucun d’eux. 
Les notations qui viennent d’être définies permettent d'écrire l'équa- 


tion (17) de la façon suivante : 
(21) L,= Van. 


Les I,, sont évidemment tous positifs, et les relations (14) et (15) 
nous apprennent qu'on a 


On a donc 


(22) ling Te 1G 


n=on 
en désignant par I un nombre parfaitement déterminé vérifiant les 


inégalités suivantes : 
L "4 
(23) eS d? dr. 
(D) 
L’équation (22) entraine, à cause de l'égalité (21), l'égalité plus 
générale 


(24) lim tj 1: 


n= © 


Observons maintenant qu’on a 


fata $n)? de = banesg— 2Tansg Len 
(D) 

Done, en vertu de l’équation (24), il est possible de faire corres- 
pondre à tout nombre non nul et positif ¢, si petit qu'il soit d’ailleurs, 
un nombre entier et positif N, tel que Vinégalité 


(25) nZzN 


entraine la suivante 


7 


(26) (Va+g— Un)? at <€ 
(D) 


pour toute valeur entière et positive de l’entier q: 
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Cette proposition servira de base aux considérations du numéro 
suivant. 


7. Le nombre N étant déterminé de façon que l'inégalité (25) 
entraine l'inégalité (26), l'inégalité (25) entraînera à plus forte raison 
chacune des inégalités suivantes : 


f 


(D, 


(VYnsg— by, dz << £ 
) 

et 

(Unig — vn)? dr CAE. 


(Ds) 
Or, chacune des fonctions 
Vers COI 5S ee 


est une fonction harmonique à l’intérieur du domaine (D, ), et chacune 


des fonctions 
Vom (OTe 2, ae ue) 


jouit de la même propriété à l’intérieur du domaine (D,). Done, en 
s'appuyant sur des théorèmes que j'ai eu l’occasion d'établir dans un 
travail récent ('), on peut énoncer les propositions suivantes : 

1° La série 


= 
d +> (Vor+s = Vox) 


k=0 


est uniformément convergente dans tout domaine tlérieur (*) au 
domaine (D,), elle a pour somme une fonction ¢, harmonique à l’in- 
térieur du domaine (D,) et l’on a 


(27) lim [ (01— Vora)? dr = 0; 
kK=@ (py) 


(1) S. ZanemBa, Sur integration de l’équation biharmonique ( Bulletin de L'Académie 
de Cracovie, janvier 1908, § 5, p. 9, et § 6, p. 10). 

(2) Un domaine (D’) est dit ttériewr a un aulre domaine (D) lorsqu'il existe une 
longucur non nulle X telle que tout point intérieur à un cercle, décrit d’un point du 
domaine (D') comme centre avec À comme rayon, soit intérieur au domaine (D). 
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“5° Des circonstances tout à fait analogues se présentent pour le 
domaine (D,) et pour la série 


by +» (vem+2— Vom ) : 


pil 


la somme de cette série sera une fonction #, harmonique à l'intérieur 
du domaine (D,) et l’on aura 


m= © 


(28) lim f (oder) at 0: 
FD.) 


Nous avons 


fede) de = fl tr dares) + Yates I de, 
(D,) OG 


(Di) 


| (ey Yp)* dt < af (1 —= Yori)? dr + 2 (here — bp)? dr. 
(Di) 


(D,) (D,) 


Mais chacune des intégrales entrant dans le second membre de cette 
équation tend vers zéro lorsque les entiers Æ et p croissent indéfi- 
niment. C'est ce qui résulte de l’équation (27) et du théorème qui 
termine le numéro précédent. Nous avons donc 


a) 


(29) lim | (¢,—,)?dt=0. 
(D;) 


p= 2 


On démontrera d’une facon analogue qu’on a 


(30) lim | (62 — Ÿ,}° dr = 0. 


PA Ds) 


Désignons par (D,) le domaine formé par l’ensemble des points 
intérieurs à la fois aux domaines (D,) et (D,). Les équations (29) 
et (30) entraineront évidemment les suivantes : 


p=e pe 


lim f (0 —Yp)destim f (Pa — Ÿ,}) dr = 0. 
(Do) (Do) 
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(amd f (%—bp)?dt +2 (Pa — Up)? dr, 
“ (Do) 


(Do) (Do) 


qui résulte de l’identité 
i (%— 2 )?dt= | [(%1— bp) — (%2— bp)? ae, 
(Do) (Do) 
entrainent l’égalité suivante : 


[ (?1— 2) dr = 0. 
“(Do) 

Cela prouve qu’à l’intérieur du domaine (D,), les fonctions 9, et », 
coincident. Par conséquent, nous définirons une fonction ¢, harmo- 
nique à l’intérieur de tout le domaine (D), en spécifiant qu'on a 


Oa on 


à l’intérieur du domaine (D,) et 


à l’intérieur du domaine (D, ). 

Je dis que la fonction 9, définie de cette façon, représente la solution 
cherchée du problème intermédiaire pour le domaine (D) par rapport 
à la fonction Ÿ. 

Pour établir ce point, partons de la remarque suivante : il résulte 
des équations (29) et (30) et de la définition de la fonction ¢ qu'on 
aura 
(31) lim (wo —Ÿ,) dr = 0, 


p=? (D) 


équation qui, à cause de l’équation (24), entraine la suivante, 


(32) i! on sl, 
(D) 


Ann. Ec. Norm., (3), XXVI. — Aoûr 1609. 


=> 
Or 


L i 
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ce qui prouve que l'intégrale 


(33) Le 
(D) | 


s 


a une valeur finie. | 
Cela posé, considérons une fonction k, harmonique al intérieur du 
domaine (D), mais d’ailleurs TR PATES à cela près que l'intégrale 


(34) | hedz 


(D) 


ait un sens. Il est aisé de voir qu’on a 


(35) hd A 1 dr 


(D) 


pour toute valeur entière et positive de p. 

En effet, pour l’un des domaines (D, )ou(D,), soit(D,), la fonction 4, 
représente, par définition, la solution du problème intermédiaire par 
rapport à la fonction 4,_,. On a done 


iS Vers ds À dr. | re 
(D) 


D'autre part, dans le domaine (D — D,), nous avons, toujours par 
définition, ~ 


p= Voie 


Par conséquent, légalité (35) sera bien vér hee dans les conditions 
annoncées, 


On conclut immédiatement de (35) que 


f Yoraaf Woh de, 
(D) (D) 


(36) init Uh dr, 


(D (D) 


d’où 


puisque la fonction Ÿ, n’est autre tie que la fonction Ÿ. 
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On a évidemment 


fon&= f (e—d,)h dr + b, À dr, 
SL) (D) 


SENS (D) 
d’où 
ER CRE i ph dt = (eo —v,)hdt+ VA dr, 
/(D) (D) (D) 


à cause de (36). 
Or 


| ce gnal< = qd f he de, 
D) (D) 


par conséquent 


lim (9 —vb,)hdt=o, 
p=" (D) 


en vertu de l’équation (31) et de ce que l'intégrale (34) a une valeur 
finie. Moyennant la relation que nous venons d’établir, on conclura de 
l'équation (37) la suivante : 


(38) 1 chde= f Uk dr. 
D) D} 

Cela prouve que la fonction harmonique » représente, comme nous 
l’avions annoncé, la solution du problème intermédiaire pour le 
domaine (D), par rapport à la fonction donnée Ÿ. 

En résumé, sachant résoudre le problème intermédiaire pour chacun 
de deux domaines (D,) et (D,), ayant des points intérieurs communs, 
on saura aussi le résoudre, par le procédé alterné, pour le domaine (D) 
formé par l'ensemble des points dont chacun est intérieur à l’un au 
moins des domaines(D,) et (D,). Il n’est peut-être pas inutile d’ajouter 
que le nombre de parties séparées dont pourrait se composer le 
domaine (D, ), formé par l'ensemble des points intérieurs a la fois aux 
deux domaines (D, )et (D,), n’a joué aucun rôle dans la démonstration 
de la légitimité du procédé alterné; on aura donc le droit d'appliquer 
ce procédé quelle que soit la nature du domaine (D,). 


8. Passons au cas général du problème intermédiaire. Soit (D) un 
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\ 3 t bY 92 
domaine quelconque à cela près qu'il ne s’étende pas à | infini et que 
l'aire de ce domaine ait une valeur bien déterminée. On pourra tou- 
jours définir une suite indéfinie de cercles 


(39) (C,), (Ch (G;), 


tels que tout point intérieur à l’un de ces cercles soit intérieur au 
domaine (D )et que tout point intérieur à ce domaine (et par suite non 
situé sur la frontière) soit intérieur à l’un au moins des cercles 
précédents. 

Cela posé, désignons d’une façon générale par (D,) le domaine 
formé par l’ensemble des points dont chacun est intérieur à Pun au 
moins des x cercles 


(Ci), (GC), (C3), | COR: 


Le domaine (D,) ne sera alors autre chose que le domaine intérieur 
au cerclex C;): 

Désignons par une fonction donnée quelconque à cela près que 
l'intégrale 


(40) U2 dr 


(D) 


ait une valeur finie et bien déterminée. 

Supposons provisoirement que nous sachions résoudre le problème 
intermédiaire pour le domaine (D,). Je dis que nous saurions aussi le 
résoudre pour le domaine (D,,,). En effet, s’il existe des points inté- 
rieurs à la fois au domaine (D,) et au cercle (C,,,), le procédé alterné 
nous conduira au but puisque, pour le cercle (n° 5), nous savons 
résoudre le problème en question. Si au contraire les points intérieurs 
au cercle (C,,,) sont tous extérieurs au domaine (D,), le problème 
intermédiaire, pour le domaine (D,,,), constitucra en réalité l’en- 
semble de deux problèmes intermédiaires indépendants se rapportant 
Pun au domaine (D,) et l’autre au domaine intérieur au cercle (C,., ); 
donc dans ce cas aussile problème qui nous occupe pourra être résolu 
pour le domaine (D,,,). En résumé, sachant résoudre le problème 
intermédiaire pour le domaine (D,), nous saurons, comme nous l’avions 
annoncé, le résoudre pour le domaine (D,,,). Or nous savons résoudre 
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le problème en question pour le domaine (D,), puisque c’est le domaine 
intérieur à un cercle, au cercle (C,). Done nous saurons résoudre le 
problème intermédiaire pour le domaine (D,), quelque valeur entière 
et positive qu’ait lindice 7. 

Cela posé, il sera possible de former une suite infinie de fonctions 
(41) ®, D, D, ..., 


où le premier terme ®, serait défini par l'équation 
(42) P= Ÿ, 


le terme général ®, se déduisant du terme ®,,, de la facon suivante : 
à l’intérieur du domaine (D,,), la fonction ®, coincidera avec la fonction 
harmonique qui, pour ce domaine et par rapport à la fonction ®,_,, 
représente la solution du problème intermédiaire; dans le reste du 
domaine (D), on aura 


(43 ) | D, = P,_: . 


J observe tout d’abord ceci : on aura (n° 4) évidemment 


Dr 2 
f wacsf wt ds, 
(Dh) ( Dn) 


l'intégrale du premier membre ayant une valeur parfaitement déter- 
minée. On aura done aussi 


(44) D? asf pe ae, 
5 (D) (D) 

puisqu’a l'extérieur du domaine (D,) on a l'égalité (43). Il est donc 
prouvé que, pour toute valeur entière et positive de n, l'intégrale 
formant le premier membre de (44) aura une valeur finie et parfai- 
tement déterminée. Par conséquent, rien n’empéchera de prolonger la 
suite (41) aussi loin qu'on le voudra. 

Faisons maintenant la remarque générale suivante : si l’on désigne 
par 9 une fonction harmonique à l’intérieur du domaine (D,), quel- 
conque dans le reste du domaine (D) mais telle que l'intégrale 


ih 0? dr 
(D) 
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ait un sens, on aura 


(45) ili d,6&= | d,_,0 dz, 
: (D) AD} 


pourvu que l’entier p vérifie la condition 
(46) Dr 


Pour justifier cette remarque, observons que la fonction 9, étant 
harmonique à l’intérieur du domaine (D, ), le sera nécessairement aussi 
à l’intérieur du domaine (D,) lorsque l'inégalité (46) est vérifiée. 
Donc, en vertu de la définition de la fonction ®,, on aura 


ik D,0d&— | ®, 46 dr, 
(Dp) 


(Dp) 
et, comme à l’extérieur du domaine (D,) on a 


®, — ®,_; 


par définition, l'inégalité (46) entrainera bien la relation (45). 
La fonction ®, étant harmonique à l'intérieur du domaine (D, ), nous 
pouvons, dans l'égalité (45), poser 


Éd. 


Par conséquent, l’inégalité (46) entraine la relation 


aps 


L} 
©, 0,.at = | D, _,d, dr. 


(D) 


Cela nous amène à la conclusion suivante : pour toute valeur de P 
vérifiant l'inégalité (46), on aura 


(47 ) ®, Dit Ta; 
(L) 
en posant 


(48) Te | @? dz. 


CE 1 })) 


Observons maintenant que les relations (42), (44) et (48) entrainent 
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les suivantes, = 


(49) limT,=T< di We ur, 
(D) 


n = © 


en désignant par T un nombre non négatif, parfaitement déterminé. 
Cela posé, il suffit de remarquer qu’en vertu de (47) on a 


yt ae r TE ART r 
(®,4p— ®, )' dt a Le. 2 Diep Lee T,— | ee 
(D) 


pour conclure de l’une des relations (49) que l’intégrale 
(50) il (Dur Ps) de 
(D) 


tend uniformément vers zéro lorsque l’entier n croit indéfiniment, de 
quelque façon que varie en même temps l’entier positif p. 

Ce théorème servira de base aux considérations exposées au numéro 
suivant. 


9. Il serait aisé d'établir en toute rigueur qu'il correspond à tout 
domaine (D’) intérieur (') au domaine (D) un nombre entier et 
positif N, tel que, pour 


(51) n=N, 


le domaine (D’), intérieur au domaine (D), soit aussi intérieur au 
domaine (D,). 

Mais il est inutile de développer la démonstration de ce point, parce 
qu'il est toujours possible de former la suite (39) de façon à être 
certain à l’avance que la circonstance en question se présente réel- 
lement. : 

Cela posé, considérons la série suivante : 


(52) ®,+ ¥) (Dr — D). 


p=r 


(1) La définition précise de ce terme est donnée en note à la page 351. 
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Chaque terme de cette série représente une fonction harmonique a 
l'intérieur du domaine (D,); c’est là une conséquence immédiate de 
la définition de la suite (41). Cela étant, il suffira de se reporter au 
théorème qui termine le numéro précédent ainsi qu’à ceux qui ont été 
rappelés en note à la page 351, pour reconnaître qu'on peut énoncer la 
proposition suivante : 


La série (52) est uniformément convergente dans tout domaine inte- 
rieur au domaine (D,), la somme ¢ de cette série est une fonction harmo- 
nique à l’intérieur du domaine (D,) et l’on a 


(53) lim f (9 —®,)? dr =o. 
Peat Yn) 

Rapprochons maintenant les circonstances suivantes : d’une part, 
en vertu de la remarque faite au début de ce numéro on peut disposer 
du nombre z de façon qu’un domaine (D’), défini arbitrairement a 
l'avance à l’intérieur du domaine (D), se trouve être intérieur au 
domaine (D,); d'autre part, la somme des Æ premiers termes de la 
série (52) est égale au terme de rang n+ k dans la suite (41). 

Ce rapprochement conduit immédiatement à la conclusion suivante : 
la suite (41) est uniformément convergente dans toute l'étendue de 
tout domaine (D’) intérieur au domaine (D), elle a pour limite une 
fonction ¢ harmonique à l’intérieur du domaine (D) et cette fonction 
vérifie l’équation (53), quelque valeur positive qu’on ait attribuée à 
lentier 7, 


10. Je vais démontrer que la fonction ¢, limite de la suite (41), 
représente la solution cherchée du problème intermédiaire pour le 
domaine (D) par rapport à la fonction donnée Ÿ. 

Nous avons 


(D, — D,)}° dr — [(D,— 6) + (ve — d,)] dt, 
wee (Dn) (Dn) 
dou 


> 


[ (D, — ®,)? dt =|) (D, ee p)? dt 


Sa) Ÿ (Dn) 


a af (®,— °)(¢ — ®,) dt + (vy —®,)? dt, 


Dn) (Dn) 
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ce qui donne 


(54) lim [ (@,—@,)'de= f (9 — D,) dr, 
Par (D) % (Dn) 
en vertu de (53). 
D'autre part, en se reportant aux relations (47), (48) et (49), on 
verra qu'on à 
(55) lim { (D,—®d,} dr —T,—T. 


NCA à D) 


Il est évident d’ailleurs qu’on a 


f=, ars f (,—0,)* ae 
(Dh) 1D) 

Par conséquent, les relations (54) et (55) entrainent linégalité sui- 
vante : 


(56) i (9 —®,)'dr<T,—T 
(Dn) 


pour toute valeur entière et positive dex. 

Considérons maintenant un domaine quelconque (D’) intérieur au 
domaine (D). D’après ce qu’on a vu au début du numéro précédent, il 
sera toujours possible de donner à l’entier 2 une valeur assez grande 
pour que le domaine (D’) se trouve être intérieur au domaine (D,). 
Cette condition étant remplie, on aura évidemment 


{ (vO, years f (9 —@,)? dr. 
(D') (Dn) 


Cela permet de tirer de (56) la conclusion suivante : pour tout do- 
maine (D’) intérieur au domaine (D), ona 


(57) (9 —@,)dtST,—T. 


/ 
(D') 


Cela prouve d’abord que l'intégrale 


(9 — D,)° dt 


(D) 
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a un sens et que, par conséquent, il en est de même de l’inté- 


grale (*) 


(58) ik e? dr; 
(D) 


on voit en outre qu’on aura 
vk (®,— ¢)?deST,—T 
(D) 


En se reportant à l'équation (49), on conclura de cette inégalité la 
relation suivante : 


(59) lim 1 (D, — e)° dr — 0. 


qg=e e (D) 
Reportons-nous aux relations (45) et (46). La seconde entraine la 
premiere pourvu que la fonction 0 soit une fonction harmonique à 


l'intérieur du domaine (D,). Par conséquent, si l’on désigne par 2 une 
fonction harmonique à l’intérieur du domaine (D) et telle que linté- 


grale 
(60) 12 dr 
(D) 
ait un sens, on aura 
Dat a7 Pew eth ae 
(D) (D) 


pour toute valeur entière et positive de g; on aura donc aussi 


i D, WAG == Dh dt 


(D) (D) 


e 


ou bien 


(61) [ Drd={ yar, 


(D) (D) 


puisque la fonction ®, n’est autre chose que la fonction 4. 


(1) Si l'on avait le moindre doute à ce sujet, on le léverait sans peine au moyen d'un 
raisonnement analogue à celui dont j'ai eu à me servir au paragraphe 6, p. 10 et suivantes 
du Mémoire cité en note à la page 357. 
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En partant des relations (59) et (61), on n’aura plus qu’à raisonner 
comme à la fin du n° 7 pour établir la relation 


(62) { eh dr — Uh dr, 
(D) 


(D) 


et pour démontrer par cela même que la fonction ¢ représente, comme 

nous l’avions annoncé, la solution cherchée du problème intermé- 

diaire pour le domaine (D) par rapport à la fonction donnée ¥. 
Ajoutons qu'il serait très aisé de s’assurer qu'on a 


2] 
| pdt 1; 
(D) 


il suffirait pour cela de poser 


Xe. 


dans les relations (61) et (62) et de se reporter à l’équation (59). 

En résumé, nous avons résolu le problème intermédiaire en nous 
bornant à admettre, en ce qui concerne le domaine (D), que ce do- 
maine ne s’étende pas à l'infini et qu'il ait une aire bien déterminée 
et, en ce qui concerne la fonction Ÿ, que l'intégrale 


jy de 


ait un sens. 


III. — Réduction du problème biharmonique restreint 
au problème intermédiaire. 


11. Reportons-nous aux équations (4) et (6) de l’Introduction. 
Pour démontrer d’une facon complète que le problème biharmonique 
restreint se ramène au problème intermédiaire, nous avons deux 


choses à établir : 
1° Que la valeur 


(1) y= O—U 
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de la fonction w, tirée de l'équation (4), représentera une solution du 
problème biharmonique restreint si l’on y porte la valeur (6) de uw en 
regardant la lettre ¢ comme représentant la solution du probléme in- 
termédiaire pour le domaine (D) par rapport à la fonction Ÿ; 

2° Que, en dehors de la solution précédente, le problème bihar- 
monique restreint n’en admet aucune autre. 

Le premier de ces deux points sera établi au numéro suivant et le 


second plus loin. 


12. Dans ce numéro, il nous suffira d'admettre que le domaine (D) 
vérifie, en dehors des hypothèses adoptées au Chapitre précédent, 
seulement la condition suivante : si l'on désigne par A un point quel- 
conque situé à l’intérieur de ce domaine, par a sa plus courte distance 
à la frontière et par O un point de celle-ci situé à la distance a du 
point À, il existera, dans le cas où la longueur a ne sera pas supérieure 
à une certaine longueur fixe /, sur le cercle, de centre O et de 
rayon a = OA, un point A’, extérieur au domaine (D) et tel que sa plus 
courte distance a’ à la frontière (S) du domaine considéré vérifie l’iné- 
galité 


(2) oe 


où k représente une constante numérique non nulle qui, suivant la 
nature du domaine (D), pourra avoir une valeur quelconque infé- 
rieure ou égale à l'unité (‘). 

Cela posé, nous allons établir le lemme suivant : 

Considérons une fonction v, harmonique à l’intérieur du domaine (D) 
et telle que l'intégrale 


(3) Fi v? dt 
(D) 


ait un sens. Posons ensuite 


(4) (A) = — »(B) log AB dry 


(D) 


aN fk , , : 

( Cette hypothèse entraine la conséquence suivante : lorsque la frontière du 
domaine (D) a des points de rebroussements, ces points doivent satisfaire à la condition 
indiquée dans l’Introduction. 
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et supposons qu’à Pextérieur du domaine (D) la fonction w soit égale 
à une fonction ® qui, sauf à l'infini, est, avec ses dérivées du premier 
ordre, continue en tout point du plan, et par conséquent aussi à la 
traversée de la frontière (S) du domaine considéré. Dans ces condi- 
tions, les dérivées du premier ordre de la fonction w jouiront des 
mêmes propriétés de continuité que celles de la fonction ®. 

La fonction w étant manifestement une fonction régulièrement ana- 
lytique dans le voisinage de tout point qui n’est situé nia l'infini, ni 
sur la frontière (S) du domaine (D), il suffira, pour démontrer le 
lemme, de faire voir que les dérivées du premier ordre de la fonc- 
tion w sont continues à la traversée de la frontière du domaine con- 
sidéré. 

Voici une seconde remarque préliminaire : envisageons à l’intérieur 
du domaine (D) un point quelconque B et soit b la plus courte dis- 
tance de ce point à la frontière. Je dis que le produit 


(5) bo(B) 


tendra uniformément vers zéro avec la longueur b. En effet, du point B 
comme centre, décrivons un cercle (CG) de rayon b et désignons 
par (T) l’aire limitée par ce cercle; d’après un théorème que j'ai eu 
l’occasion d'établir récemment ('), nous aurons 


(6) [»(B) PS = Î »? dr. 


T 


L'intégrale (3) ayant une valeur finie, l'intégrale 


i v? dt 
(T) 


tendra uniformément vers zéro avec b, de quelque façon que se déplace 
d’ailleurs le point B. Cela prouve que le produit (5) jouira bien de la 
propriété annoncée. 

Considérons maintenant, à l’intérieur du domaine (D), un point A, 
tel que sa plus courte distance a à la frontière ne soit pas supérieure 


(1) Bulletin de l'Académie de Cracovie, janvier 1908, p. 8, inégalilé (19). Your aussi 
T. Boccio, Transformazioni di alcune funzioni potenziali (Rendiconti del Circolo mat. 
di Palermo, 1906). 
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à la longueur Z envisagée au début de ce numéro. Soit O un point 
situé sur (S) à la distance a du point A. Il existera par hypothèse sur 
le cercle de centre O et de rayon a un point A’ extérieur au do- 
maine (D) et tel que sa plus courte distance a’ à la frontière vérifie 
l'inégalité (2). Cela posé, décrivons du point O comme centre un 
cercle (C) de rayon r (r22a). Désignons par (D,) la partie du do- 
maine (D) intérieure au cercle (C) et par (D,) le reste de ce domaine. 
Posons | 


a 


; 2 
(7) w,(M) = a J, CB oeMD dy; 
(8) w(M) = [  0(B) logMB ary. 
ET) 
Nous aurons 
w(M)=w(M)+w(M); 


par conséquent, 


~) (=) 1 oll ee : es) Ps a 
& a) Oz aa oa}, \ Ox he ise a Ox ) 


LD: \, 


où les indices font connaitre les points pour lesquels les dérivées 
doivent être calculées. L’¢quation précédente donne 


Ow Ow Ow, ’ Ow, Ow, ‘OW, » 
AG) LCI 


Lorsque le point B est à l'extérieur du cercle (C), on a 


| ae (é Lu a 
<5 || See <8 
Ox A Ox A 


© ) 


puisque, par construction, on a 
22 


Par conséquent, la formule (8) nous donnera 


CE dw, |? _ 164? dr f 
Ox), \ dx re fe ara v? dt. 
à ü (D) OB Y(p,) 


On aura donc a fortiori 


(0) ner. 


4C a 
<p 
Vrr 
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Ce wil En 
(D) 


On déduit de la formule (7) 


dw,\ 7? 3 
ee ca ear feiss 
- os TY.) A'B 4(d,) 


en tenant compte de ce que le point A’ est extérieur au domaine (D). 
Or la distance a’ du point A’a la frontière vérifie l'inégalité (2). Done, 
dans l'intégrale 
4 at, 
a 
“(D,;) A‘B 


la longueur A’B vérifie l’inégalité 


en posant 


A'B = ka. 
Dans la mème intégrale, on a évidemment encore 
AR so rar, 


Il est donc aisé de voir qu’on aura 


Ow, I GRR 4 
(ro) (Se), <aghesig | at. 


Reste encore à déterminer une limite supérieure du premier terme 
du second membre de l'inégalité (9). Pour y arriver, décrivons du 

©) . ’ 

. a a a= f 
point A comme centre un cercle (C’) de rayon —- Désignons par (D 
I 2 5 1 
le domaine intérieur à ce cercle et par (D°) le reste du domaine (D,). 
La formule (7) nous donnera 


on Veep ab ee ni 


27 Jp, AB 2T AB 
Dans la première intégrale du second membre de cette inégalité, la 
plus courte distance du point B à la frontière du domaine (D) varie 


IA 


a 3a ; ae ; 
entre — el —- Done, puisque le produit (5) tend uniformément vers 
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zéro avec b, on aura 


lo(B < Le 
a 


dans l'intégrale en question, en désignant par e(a) une quantité posi- 
tive, TER vers Zéro avec @, mais indapendanie des autres éléments 
qui déterminent la position du point A dans le domaine (D). Nous 
aurons donc 


B 
(13) [ 1e( Ba pares 27é(a). 
w,, AB 


Passons au second terme du second membre de l’inégalité (12). 
Linégalité de Schwarz donnera 


ah je) | dtp, 2 27 log le ak v? dt, 
4 D’) AB a D! 


(D;) 


On aura donc a fortiort 


(14) Lo ap te] < ares 


Les inégalités (12), (13) et (14) entrainent la suivante : 


(5) (SE). (4)+4/ el frac. ede. 


Jobserve maintenant ceci : puisque l’intégrale (3) a une valeur 
finie, on aura 


anf v2 dt. 
BLS) 


),) 


Dar cr"), 


© (D;) 


en désignant par ¢,(7) une fonction positive et décroissante, tendant 
vers zéro avec 7, mais indépendante de la position du point O sur la 
frontière du domaine (D). On pourra done, en faisant tendre a vers 
zéro, établir entre a et r une relation telle que les quantités 


a r 
= et loge fi v? dt 
a 

(D,) 


tendent l’une et l’autre uniformément vers zéro avec a de quelque 
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facon que se déplace d’ailleurs le point A dans le domaine (D); il suf- 
firait par exemple de poser 


fee 


a Var) 


La relation précédente entre a et r étant établie, voici ce que l’on 
conclura immédiatement des relations (9), (10), (11) et (15): la 
différence 


< Ow Ow 

OLA Ox } à 
tend uniformément vers zéro avec a de quelque façon que se déplace 
d’ailleurs le point A dans le domaine (D). 


La position des axes dans le raisonnement précédent n'ayant été 
particularisée en aucune façon, ce raisonnement prouve que la diffé- 


rence 
(=) = (S 
oy x an 


tend aussi uniformément vers zéro avec a. 

Or, à l'extérieur du domaine (D), la fonction w est, par hypothèse, 
égale à une fonction ® dont les dérivées du premier ordre sont conti- 
nues à la traversée de la frontière. Il en est donc de même des déri- 
vées du premier ordre de la fonction w. C’est ce que nous avions à 
établir. 

Revenons au problème biharmonique restreint, et désignons, comme 
dans l’Introduction, par æ la fonction demandée, par 9 la fonction 
donnée vérifiant les conditions aux limites de la fonction demandée 
et par Ÿ la fonction définie par l'équation 


UEACE 


[ 7 


Posons ensuite 


I ot 
(16) TNT [L(B) — o(B)] log AB ds, 
= (D) 
en désignant par ¢ la fonction harmonique qui constitue, pour le do- 
maine (D) et par rapport a la fonction L, la solution du problème 
intermédiaire. Il n’y a qu’ase reporter à l’énoncé de ce problème pour 
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reconnaitre que la fonction u (A) sera nulle identiquement à l’exté- 
rieur du domaine (D). 

Or les dérivées du premier ordre de la fonction représentée par 
l'intégrale | 


à Bei 
1 [ ¥(B)logAB dry 
ral . 


sont, par hypothèse, continues même à la traversée de la frontière du 
its a 
domaine (D). Par conséquent, en vertu du lemme qui vient d’étre 
démontré, il en sera de même des dérivées du premier ordre de la 
fonction que représente l’intégrale 
I 


= RARES 


il en sera done encore de inéme des dérivées du premier ordre de la 
fonction w. Mais, comme nous avons eu déjà à le faire remarquer, la 
fonction uw est nulle identiquement à l'extérieur du domaine (D); elle 
est d’ailleurs continue dans tout le plan à distance finie. Nous arri- 
vons donc à la conclusion suivante : 


Les quantités 
qu du 


u Se RE oe 

POEs dy 
calculées pour un point quelconque A, intérieur au domaine (D), 
tendent uniformément vers zéro avec la plus courte distance de ce 
point à la frontière. Il résulte de là que la formule 


(17) W—=p—u 


fera connaitre une solution æ du problème biharmonique. Donc, le 
premier des deux points indiqués au numéro précédent est établi. 


13. Il nous reste à démontrer que le problème biharmonique ne 
peut admettre qu'une seule solution. 

Pour démontrer ce théorème, nous serons obligés de restreindre 
dans une certaine mesure la généralité du domaine (D). Cela ne tient, 
il faut le craindre, qu'à une imperfection de notre méthode. En re- 
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vanche, nous aurons à établir des inégalités qui pourront certainement 
être utiles dans d’autres questions. 

La frontière du domaine (D) pourra se composer d’un nombre quel- 
conque de contours; chacun de ces contours pourra avoir ua nombre 
fini quelconque de points anguleux et même de points de rebrousse- 
ment; toutefois, estimé à l’intérieur du domaine (D), l'angle formé 
par les deux arcs issus d’un point de rebroussement devra être égal 
à zéro et non pas a 27. 

Les points singuliers dont nous venons de parler s’appelleront som- 
mets de la frontière (S) du domaine (D); les autres points de cette 
frontière, points ordinaires. 

Nous admettrons que l'arc de (S), compris entre deux sommets 
consécutifs, jouit des propriétés suivantes : 


1° L’angle aigu formé par deux normales sera inférieur au produit 
d’une constante par la distance des pieds des deux normales; 

2° Si d’un point O choisi arbitrairement sur l’arc considéré on dé- 
crit un cercle ayant ce point pour centre et pour rayon, une longueur 
non supérieure à une longueur fixe, ce cercle rencontrera Farc au 
plus en deux points et la portion de cet are située à l’intérieur du 
cercle précédent satisfera à la condition que voici : une parallèle a 
l’une quelconque de ses normales ne pourra le rencontrer qu’en un 
seul point au plus. 


Pour achever l'énoncé des hypothèses que nous adoptons au sujet 
de la frontière du domaine (D), il nous reste encore à dire qu'elle 
devra satisfaire aux deux conditions suivantes : 


1° Tout cercle décrit d’un sommet comme centre avec un rayon plus 
petit ou égal à une longueur fixe 9, inférieure dans tous les cas à la 
moitié du minimum de distance de deux sommets, rencontrera la fron- 
tière précisément en deux points; 

2° Tout cercle ayant pour rayon une longueur non supérieure à une 
longueur fixe et pour centre un point situé sur (S) et tel que sa dis- 
tance au sommet le plus voisin soit supérieure ou égale à la lon- 
gueur 5, considérée tout à l'heure, rencontrera la frontière (S) preci- 
sément en deux points et interceptera sur elle un are ne comprenant 
aucun sommet. 
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14. En vue des considérations qui vont suivre, il est utile de faire 
correspondre à tout point A, intérieur au domaine (D), une longueur R. 
Nous appellerons cette longueur rayon relatif au point A, et nous la 
définirons en introduisant deux longueurs constantes à, et 6, ainsi 
qu’une constante numérique 4,. Le choix de ces trois éléments sera 
précisé tout à l'heure; pour le moment, il suffira de dire que la lon- 
gueur à, satisfera à la condition 


(18) 6,59, 


où à représente la même longueur qu’au numéro précédent. 
Lorsque la distance d d’un point A du domaine (D) au sommet le 
plus voisin vérifiera l'inégalité 


NS 


(19) dZ 0; 
le rayon R relatif au point A sera simplement défini par l'équation 
(20) R=. 


Si au contraire on avait 


(21) d<=0;, 


on aurait 
(22) R=4,s, 


en désignant par s la longueur de l’arc intercepté par le domaine (D) 
sur le cercle mené par le point A et ayant pour centre le sommetde(S) 
le plus voisin de ce point 

On s’assurera aisément que les longueurs à, et à, et la constante 
numérique #, pourront être choisies de façon que pour tout point A, 
situé à l'intérieur du domaine (D) et tel que sa plus courte distance a 
à la frontière soit inférieure ou égale au rayon R, relatif à ce point, 
les circonstances suivantes se présentent à la fois : 


, . > CE al . . ; 
1° Il n'existe sur la frontière (S) du domaine (D) qu’un seul point A, 
situé à la distance a du point A. 
2° Si du point A, comme centre on décrit un cercle (£) derayon 7R, 
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ce cercle rencontrera la frontière du domaine (D) précisément en deux 
points; l’are (S,) qu’il interceptera sur elle ne comprendra aucun 
sommet; une parallèle à une normale à l’are (S,) ne le rencontrera 
qu’en un seul point au plus; enfin, l’angle aigu formé par deux nor- 
T 
a 

3° Il correspondra sur (S) à tout point M, situé à la fois à l’intérieur 
du domaine (D) et du cercle (2), un point unique M’ tel que la lon- 


males à cet arc ne pourra pas être supérieur à 


gueur MM’ soit la plus petite possible, et, par le point M’, on pourra 
faire passer deux cercles de rayon R, tels que les points intérieurs a 
l’un de ces cercles soient tous interieurs au domaine (D) et les points 
intérieurs au second, extérieurs à ce domaine. 


Nous supposerons, dans la suite, que le choix des longueurs 5, 
et 6, et de la constante numérique #, satisfasse aux conditions précé- 
dentes. 


15. Les considérations ultérieures reposeront sur un théorème re- 
latif au cercle et que nous allons établir rapidement. 

Considérons un cercle (C) de centre O et de rayon R, limitant une 
aire (T), et désignons par v une fonction harmonique à l'intérieur de 
ce cercle et telle que l'intégrale 


f v? dt 
MT 


ait une valeur finie. 
Posons 


ASE =f (M) log PM dr. 
(T) 


Le plan étant rapporté à un système de coordonnées polaires (9, 0) 
ayant le centre O du cercle (C) pour pole, on aura, pour la fonction w, 
le développement en série bien connu 


a 
Ne 


 — A+ D (An cosn0 + B,sin6) (£) . 


w= 1 


On conclura facilement de cette formule qu’à l'extérieur de l’aire (T) 
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la fonction w, pourra être représentée au moyen de la série suivante : 


HORS DRE lal si 
en LUN a n(n +1) p 
n=1 


Au moyen de ces formules, on établira avec la plus grande facilité 
le théorème suivant : 


Si Von désigne par B un point quelconque situé à l'intérieur du 
cercle (C), à une distance non nulle du centre, et par B’ le point inverse 
au point B par rapport au cercle considéré, on aura 


(23) BSD) — 00), 
OB \ 9° /B 


où l'indice B' sert à indiquer que la dérivee 


07 w, 


Op? 
doit être calculée pour le point B'. 
16. Considérons une fonction v définie à l'intérieur du domaine (D), 
pouvant ne pas vérifier l'équation 
Av — 0 
dans toute l’étendue du domaine (D), mais jouissant cependant de 
cette propriété à l’intérieur de la partie du domaine (D) constituée par 


l'ensemble des points M tels que la plus courte distance m, de chacun 
deux à la frontière (S) du domaine (D), vérifie l'inégalité 


(24) ME) 


où À réprésente une longueur déterminée différente de zéro. Suppo- 
sons de plus que lintégrale 
(25) Ce if v? dt 
“(D) 
alt un sens, et posons 


(26) w(P) = — v(M) logMP dry. 


2H, (D) 
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Nous nous proposons d'étudier la facon dont se comportent, dans le 
voisinage de la frontière du domaine (D) et à l’intérieur de ce domaine, 
les dérivées du second ordre de la fonction w, la fonction » et les 
dérivées du premier ordre de cette fonction dans le cas où, à l'extérieur 
du domaine (D), les dérivées partielles de la fonction w jusqu’au troi- 
sième ordre inclusivement admettraient chacune, par rapport à la 
frontière (S) de ce domaine, des valeurs périphériques définissant 
sur (S) une fonction continue ('). 

En se reportant au n° 13, on reconnaitra de suite que la longueur R, 
que nous avons.appelée rayon relatif à un point A du domaine (D), 
pourra toujours être définie de facon que, pour toute position du 
point À, on ait 


(26 a) oh = A; 


où À représente la même longueur qu’au second membre de l’inéga- 
lité (24). Nous supposerons que cette condition soit vérifiée. 

Considérons un point A situé à l’intérieur du domaine (D) et tel que 
sa plus courte distance a à la frontière vérifie l'inégalité 


(26 b) a=R, 


en désignant par R le rayon relatif au point A. Soit A, le point de (S) 
le plus voisin du point A. Du point A, comme centre décrivons un 
cercle (£) de rayon 7R et considérons un point B, intérieur à la fois au 
domaine (D) et au cercle (È). Il existera alors sur (S) un point 
unique B, dont la distance au point B soit la plus petite possible. Par 
le point B, on pourra faire passer deux cercles de rayon R (rayon 
relatif au point A), l’un (C) de centre O, tel que tous les points inté- 
rieurs à ce cercle soient intérieurs au domaine (D), et l’autre (C’) de 
centre O’, tel que les points situés à son intérieur soient tous extérieurs 
au domaine considéré. Désignons par (T) la portion du domaine (D) 
intérieure au cercle (C) et par (D,) le reste de ce domaine. Décrivons 
du point B, comme centre un cercle (C,) de même rayon R que les 
cercles (C) et (C’). Le cercle (G,) partagera le domaine (D,) en deux 


(1) On trouvera les résultats de cette étude à la fin du n° 21, 
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autres : l'un (D,), intérieur à ce cercle, et l’autre (D;), qui lui sera 
extérieur. Notons en passant que le domaine (D,) se composera de 
deux parties dont les frontières n'auront qu’un seul point commun : 
le point B,, lequel sera un point de rebroussement pour la frontière de 
chacune des deux parties dont se compose le domaine (D,). 

Posons 


(27) w(P)=— | »(M)logMP dry, 
2T (T) 

(28) M (P)= sf o(M)logMP deu 
ai (Dz) 

(29) OCP jes = v(M) log MP dry. 


= (Ds) 


Nous aurons 

(50) w(P)=uw(P)+w(P)+m(P). 
Nous admettrons qu’on ait 

(31) b=B.BER 


et, dans cette hypothèse, nous allons chercher une limite supérieure 
de la quantité [v(B)|. 
Dans le cas où l’on aurait 


(32) b—B,B>*, 


nous pourrions nous borner à appliquer le théorème rappelé en note 
à la page 365. 
D'après ce théorème nous aurons 


[BYR < = f var, 
. T 
d’où a fortiori be 


Ee PIG Vp a 


où C représente le nombre positif défini par l’équation (25). Mais, pour 
établir une inégalité qui puisse nous servir utilement pour toutes les 
valeurs de & vérifiant l'inégalité (31), il faut soumettre d’abord à une 
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étude spéciale le cas où l’on aurait 
R 
(34) b= BB < — 


Prenons le point B, pour origine d’un système de coordonnées 
rectangulaires (a, y), en ayant soin de diriger l’axe des y suivant la 
normale en B, a(S), vers l'intérieur du domaine (D). Si l’on désigne 
alors par B’ le point inverse du point B par rapport au cercle (C), 
l'ordonnée y’ du point B sera liée à à par l’équation 
Rb 


ay Ree 


(35) = 


et, en se reportant aux relations (23) et (27), on verra qu’on a 


9 os eee vw, 
(36) (B)=— bee (St), v(o). 


D'autre part, l'équation (30) donne 


67 CE Cole are D) 
7 Oy? /w \Oy? Jy Oy? \ Oy? /r 


D’après les hypothèses adoptées au sujet de la fonction w, nous 
aurons 


d?w 
38 : M,, 
ee) (ae Eire 


en désignant par M, une constante positive qui devra être regardée 
comme donnée. Pour estimer le second terme du second membre de 
l'équation (37), j'observe que la formule (29) donne 


2. \ 2? ‘ dr, 
(5 =! << ae if v? def = 5 
ie eT AT Jip,) (D;) B/M 


En se reportant à l’équation (25) on verra de suite qu'on a 


| ie ahr (OP 
(D3) 


et, d’autre part, on trouve facilement 


i En a se 
(D;) B'M as 


5 [2 
Ann. Ee. Norm., (3), XXVI. — AOUT 1909. 48 
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en tenant compte de ce qu’en vertu des relations (34) et (35) ona 


(39) HD he. 


On aura donc finalement 


0? 3 
(40) ieee 


en désignant par V, une constante numérique. 


Vic 
ro 


17. Reste à estimer le troisième terme du second membre de (37). 
Nous allons faire usage de trois approximations suecessives en res- 
treignant à chaque nouvelle approximation la limite supérieure de la 
distance du point B au point Ay. 

Pour trouver une première approximation, nous ralsonnerons 
comme nous l'avons fait déjà pour établir l'inégalité (40). Il vient 


(Se) yr dt 
dy* Jw 0 ET Jy BM 


Le domaine (D,) étant contenu dans le domaine (T,) formé par 
l’ensemble des points zrdéerveurs au cercle (Cy) mais extérieurs aux 
cercles (C) et (C’) tangents entre eux en By, on trouve 


“ dry à dry b* 
J renter | Renae 
(b,) B'M V7) B'M 


( 


en tenant compte des relations (34) et (35). Nous arrivons done a 


l'inégalité 
oh 
oy? Jw| ~ VRe 


en désignant par V, une nouvelle constante numérique. 
Les relations (38), (4o) et (41) entrainent la suivante, 


dv CRE NS 
(G2), Jue + BS, 
y* /x R Ro 


v 


(41) 


laquelle, en vertu de l’équation (36) et de ce que l'inégalité (33) 
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donne = 


(42) [v(o)| << = 
entraine à son tour 


MUR QUE 


Vee na) eee 
RADAR 2 be Rive 
pour les valeurs de à vérifiant l'inégalité (34). 
Mais, puisque pour les valeurs de 6 comprises entre À et R l’inéga- 
lité (33) entraine celle-ci : 


v(B)| < 


We 
on voit qu’on peut énoncer la proposition suivante : lorsque le point B 
ne sort pas du cercle (2), l'inégalité (31) entraine l’inégalité 


| O 
(43) | | »(B) | JRE 
en posant 
(44) Q = V;M,L + V,C, 


où l’on a désigné par V, et V, des constantes numériques et par L'une 
limite supérieure de R, soit, pour plus de simplicité, le maximum de 
distance de deux points du domaine (D). 


18. Pour passer à la seconde approximation, supposons que le 
point B ne sorte pas du cercle (2,), concentrique au cercle (2), mais 
ayant 5R au lieu de 7R pour rayon. Supposons en outre que la lon- 
gueur b vérifie l'inégalité (34) et observons que la formule (28) donne 


- 0? w, I à deu 
BY = << u(M) - 
(45) res f | ee 


Il est aisé de voir que pour aucun élément de lintégrale précédente 
le point M ne sortira du cercle (2) et que, pour chacun d’eux, la plus 
courte distance m du point M à la frontière du domaine (D) satisfera à 


l'inégalité 


(46) m<R. 
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Il est done permis de changer, dans (43), B en M et ben m; on 
trouve alors 


O 
(M —— « 
(47) Iv eae 


Les inégalités (45) et (47) donnent aisément 


ca) (os 


en désignant par Q’ une quantité qui ne diffère de la quantité Q, 
définie par l’équation (44), que par les constantes numériques. 

Raisonnons maintenant comme nous l’avons fait à la fin du numéro 
précédent, en ayant soin toutefois de substituer l’inégalité (48) à 
l'inégalité (41). Nous arriverons au résultat suivant : lorsque le point B 
ne sort pas du cercle (È,), l'inégalité (31) entraine la suivante, 


Q", 2k 
R og ni 


Q 2R 
(49) |»(B)|< log > 
en posant 
(50) Qi = V;ML + V,C, 


où les symboles V, et V, ont une signification analogue à celle qu'ont 
les symboles V, et V, dans (44). 


19. Pour passer à la troisième approximation, astreignons le point B 
à ne pas sortir du cercle (%,), concentrique aux cercles (2) et (£,), 
mais ayant seulement 3R pour rayon, et reprenons l'inégalité (45). 

L’inégalité (46) sera vérifiée comme précédemment, et, puisque le 
point B ne sort pas du cerele (,), le point M ne sortira du cercle (2,) 
pour aucun élément de l'intégrale qui entre au second membre de 
Pinégalité (45). Nous pourrons donc, dans l’inégalité (49), changer B 
en M et 6 en m; il viendra alors 


’ Q, 2K 
J9(M) |< Log 28. 


Substituons, dans les caleuls indiqués au numéro précédent, cette 
inégalité à l’inégalité (47). 
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Nous arriverons aisément au résultat suivant : lorsque le point B 

ne sort pas du cerele (,), l'inégalité (31) entraine l'inégalité sui- 
vante : 


(53) (By < 2, 
en posant 
(52) Q.= V,M.L + V;C, 


où V, et V, représentent de nouvelles constantes numériques. 


20. Il nous faut maintenant examiner la facon dont se comportent 
les dérivées du premier ordre de la fonction » dans le voisinage de 
la frontière du domaine (D). 

Les notations précédentes étant conservées, ce seront les quantités 


v v 
à (se) * Gr), 
que nous aurons à étudier. 

Nous supposerons que le point B ne sorte pas du cercle (£,), concen- 
trique aux cercles (2), (£,) et (£,), mais ayant R pour rayon, et, bien 
entendu, nous admettrons que l’inégalité (31) soit vérifiée. 

Nous aurons à nous appuyer sur une remarque d'ordre général : 
considérons une fonction À harmonique à l’intérieur d’un cercle (C) 
de centre O et de rayon R, limitant ‘une aire (T), et supposons que 


l'intégrale 
i h? dt 
(T) 


ait une valeur finie. Il suffira de partir du développement classique de 
la fonction À à l'intérieur du cercle (C) pour reconnaitre que la valeur 


Oh 
(az). 


oh 


dx 


de la dérivée 


au centre O du cercle (C) peut être représentée par la formule sul- 
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ah) 3 
COR CE EM OM, Oz’) dry, 
(54) (ss. Ses (M) cos ( z') dy 
en désignant par Ow’ un axe de même sens que l'axe des æ. 
L’équation (54) entraine l’inégalité 
ah * ve 
(55) ( ) nur 


dx 0 rR (T) 


C'est cette inégalité qui constitue la remarque que nous avions 


en vue. 
Revenons aux quantités (53). Une application facile de l’inéga- 


lité (55) nous donnera 
É Oy / 8 b? Vr 


dv 
de a), 
où C représente, comme précédemment, le nombre positif défini par 
l’équation (25). 

Les inégalités (56) ne pourraient pas être utilement employées 
pour toutes les valeurs de b comprises entre zéro et R. Pour en établir 
d’autres, ne présentant pas l'inconvénient précédent, il est nécessaire 
de soumettre à une étude spéciale le cas où D ne sortirait pas de l’in- 
tervalle (o, 3): 


La formule (36) donne immédiatement 


eo Re en PE cs 
alee (R— 0} \ dy? co Che oy Js 


En partant des théorèmes qu’exprime l’équation (23), on trouve 
tout aussi aisément 


(57) 


Ov R+ dw 
58 |, : . 
Ci) (SE), ‘aH ape le 


D'autre part, l’équation (30) donne 


| (5) ~ =) ey (5) 
Oy*® /y mer B’ Fri oy® * 


(59) ( 


| ( dw, ) me) (5) hs vw, dw, 
dy*0x/r \dy?]y En (= 3) 
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Cela posé, il n'ya plus qu’à estimer les différents termes des 
seconds membres des équations (59). 
En vertu des hypothèses adoptées au sujet de la fonction w, nous 


aurons 
dw dw 
6 : RE LÉ 
( 0) (Se is CE Se). 


en désignant par M, une constante positive qui devra ètre regardée 
comme donnée. 
D'autre part, la formule (29) donne 


(61) Gar ( ows ie aCe 
dy* |p dy? dx or Rt 
où C représente, comme plus haut, la constante positive définie par 
l'équation (25). 
Enfin, on déduit de l’équation (28) les inégalités 


dv, d?w;, I |»(M)| 
: ( +) Ô ( ) = fh See Lone 
À . | \ dy D’ 07° Ox LB’ < T (Ds) BM c M 


Or le point B ne sort pas du cercle (X,) de centre A, et de rayon R. 
Donc, pour aucun élément de l’intégrale ci-dessus, le point M ne sort 
du cercle (£,); d’ailleurs la plus courte distance m du point M à la 
frontière du domaine (D) reste, pour chaque élément de cette inté- 
grale, inférieure à R. Par conséquent rien n’empêche de remplacer, 
dans l'inégalité (51), la lettre B par la lettre M; cela donne 


<M;, 


PODI< 


En s'appuyant sur cette inégalité, on déduira des inégalités (62) les 
suivantes : 


0? Wg 
(02) I oy? ih 


Il est aisé de voir qu’en développant les calculs indiqués au numéro 
précédent, on aurait obtenu, entre autres, une inégalité de la forme 


TR? b 


i OP Ris 32Q, ia 2R 
(5 Ox B’ 8 


\ 


fo? wy 
( oy* de 


(64) 


- 
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en désignant par Q, une quantité de mème genre que la quantité Q». 
Cela posé, les relations (59), (60), (61) et (63) permettront de 
trouver une limite supérieure commune des quantités 


os) a ( | 
er Je dy* 02/5 

A l’aide de ce résultat et de l’inégalité (64) on déduira des équa- 
tions (57) et (58) une limite supérieure commune des quantités 


8 Cordes 


Cette limite supérieure des quantités précédentes ne sera sûrement 


’ ; R : 
valable que pour les valeurs de 6 comprises entre zéro et 55 mais, en 


se reportant aux inégalités (56), on trouvera une limite supérieure 
commune des quantités (65), valable pour toutes les valeurs de b 
comprises entre zéro et R. Le résultat final pourra être présenté de la 
façon suivante : lorsque le point B ne sort pas du cercle (E,), ona 


dv dv à 
6 + = 
(66) (TE) cos oe (=), sine 


» À A , 
quelque valeur qu'on donne à l’angle x, en posant 


Q: .2R 
RS” 


= b 


(67) Q,;= V,M;L?+ V.,M,L + V,,C, 


où l’on a désigné par L, comme précédemment, le maximum de dis- 
tance de deux points du domaine (D) et par V,, V,, et V,, des con- 
stantes numériques ne dépendant que de la nature du domaine (D). 

Il va sans dire que l’inégalité (66) est indépendante de l’orientation 
des axes. 


21. Il résulte immédiatement de Vinégalité (66) qu’en tout point 
ordinaire P de la frontière (S) du domaine (D), la fonction v admet une 
valeur périphérique déterminée v(P) variant d’une facon continue 
tant que le point P se déplace continüment sans passer par un sommet 
de (S). 


Cela posé, considérons le centre A, du cercle (E,), à l’intérieur 


se fn titles 
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duquel on a l'inégalité (66), et cherchons une limite supérieure de 
l'expression 
| »(M) — »(Ao)|, 


en supposant, bien entendu, que le point M ne sorte pas du cercle (3, ). 

A cet effet, suivons, pour aller du point A, au point M, le chemin 
suivant : déplacons-nous d’abord le long de la normale en A, a(S), en 
nous dirigeant vers l’intérieur du domaine (D), jusqu’au point E, tel 
qu'on ait 


suivons ensuite de E à M la circonférence du cercle du centre A,, 
mené par les points E et M. Nous aurons 


v(M) — v(A,) ={($ aye ay) 


en supposant que Vintégrale du second membre soit prise suivant le 
chemin que nous venons de définir. En s’appuyant sur l’inégalité (66), 
on établira aisément l’inégalité suivante, 


Q! JA M 

(68) [»(M) — (Ay) |< TA i , 

en désignant par Q, une quantité de même genre que la quantité Q,. 
L'inégalité (68) va nous permettre de trouver, pour l’expression 


a Jen 3 on sin 
ae ae a Sin œ 


une limite supérieure plus approchée que celle qui résulterait de 
l'inégalité (66). 

Pour arriver à ce résultat considérons la formule (28) en nous 
plaçant dans l'hypothèse où le point B, qui, on se le rappelle, intervient 
dans la définition du domaine (D, ), se serait confondu avec le point A. 
Nous pouvons écrire cette formule de la façon suivante : 


m(P)= sf [9(M) — 9(Ao)]]ogPM dey + “22? f log PM dry. 
7 ( 


2 
“ (De) oe Ds) 


Dans les conditions où nous nous sommes placés, le domaine (D, ) 


A 
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sera contenu dans le cercle (Z,); nous pourrons done faire usage de 
l'inégalité (68) pour trouver une limite supérieure des dérivées de la 
première intégrale du second membre de cette équation. D'ailleurs, 
l'inégalité (51) nous donnera 

ee 


[o(Ao)|< R 


En s'appuyant sur ces remarques, on trouvera facilement 


dw;, 0? We ) Q; 
Go) Ch Cards). 


[TER 
en désignant par Q une quantité de même genre que la quantité Q, 
définie par l'équation (67) et par A’ le point avec lequel se confond le 
point B’ lorsque le point B vient en A. 

Cela posé, il suffira de supposer, dans les calculs indiqués à la fin du 
numéro précédent, que le point B se confond avec le point A et de 
remplacer en outre les inégalités en lesquelles se transformeraient 
alors les inégalités (63) par les inégalités (69), pour arriver à l'iné- 
galité suivante, 


(70) (= COS& te sina 
à | EN HER - 


en désignant par & un arc arbitraire et par Q, une quantité qui ne diffère 
de la quantité Q, que par les valeurs des constantes numériques. 

Il convient d'ajouter que les relations qui nous ont permis d'établir 
l’inégalité (70) amènent aisément à la conclusion suivante : chacune 


des quantités 
&) « @ 
Ox A Oy, A 


tend vers une limite déterminée lorsque le segment A, A tend vers 
zéro; il est même facile de voir que la limite de chacune de ces quan- 
tités pour 


= 


pes 
R?’ 


19 


A, A=eo 


varie contintiment lorsque le point A, se déplace sur (S) sans passer 
par un sommet. Pour achever cette longue étude de la fonction w, il 
nous reste seulement a faire remarquer que l'inégalité (66) permet de 
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démontrer sans peine qu'on a 


ME (Ge 
; 0æ* JA |” dx dy Ja F3). Pa 


en désignant par Q, une quantité de mème genre que les quantités Q, 
et Q,- 

En résumé, voici les résultats que nous avons obtenus en étudiant la 
fonction w introduite au n° 15 : lorsque la plus courte distance a du 
point A situé dans le domaine (D) à la frontière de ce domaine n’est 
pas supérieure à la longueur R que nous avons appelée (n°13) rayon 
relatif au point A et qui devra vérifier l'inégalité (26a), on a les iné- 
galités (70) et (71) ainsi que l'inégalité 


2 


(72) IA <2 
qui résulte de l'inégalité (51) en faisant coincider le point B avec le 
point A; en outre, en tout point ordinaire P de la frontière (S) du 
domaine (D), chacune des quantités 


dv a Ov 
RES oy 


D 


admet une valeur périphérique déterminée, et la valeur périphérique 
en P de chacune de ces trois quantités varie d’une façon continue 
lorsque le point P se déplace continiment sur (S) sans passer par un 
sommet. 


29. Pour établir l'unicité de la solution du problème biharmonique 
restreint nous nous servirons de la fonction appelée par certains 
auteurs fonction de Green du deuxième ordre et nous consacrerons ce 
numéro à établir celles des propriétés de cette fonction sur lesquelles 
nous aurons à nous appuyer dans la suite. 

Considérons un point quelconque Q situé à l’intérieur du domaine (D) 
et désignons par H(Q, M) la fonction qui, considérée comme fonction 
des coordonnées du point M, est la fonction harmonique qui représente, 
pour le domaine (D) et par rapport à la fonction 
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regardée, elle aussi, comme fonction des coordonnées du point M, la 
SSH du problème intermédiaire. Posons ensuite 


J —_ 
(74) R(Q, M) = —logQM — H(Q, M), 
(75) G,(Q,P)— = R(Q, M) logPM dry. 


(D) 


La fonction G,(Q, P) ne sera autre chose que la fonction de Green 


du second ordre. 
En effet, considérée comme fonction des coordonnées du point P, elle 


jouit manifestement des propriétés suivantes : 


1° Dans tout le domaine (D) sauf en Q on a 


29 Ona 


donc la différence 
A G:(Q, P)— — los QM 


est continue dans le voisinage du point Q; 

3° La fonction G, (Q, P) et ses dérivées du premier ordre s’annulent 
sur la frontière du domaine (D ); c’est ce qui résulte immédiatement du 
lemme du n° 11. 


Cela posé, il suffit de considérer les formules (74) et (75) et de tenir 
compte de ce que la valeur (75) de la fonction G,(Q, P) est nulle 
identiquement lorsque le point P se trouve à l'extérieur du domaine (D), 
pour apercevoir Immédiatement que les théorèmes énoncés à la fin du | 
numéro précédent sont applicables à la fonction G,(Q, P), regardée | 
comme fonction des coordonnées du point P. On arrive de cette façon 
aux conclusions suivantes : si l’on désigne par A un point intérieur au 
domaine (D) et par R le rayon relatif au point A; si l'on admet de plus 
qu'en définissant la longueur R, on se soit arrangé de facon que l’iné- 
galité 


2R < 9, 


où g représente la plus courte distance du point Q à la frontière du 
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domaine (D), soit vérifiée pour toute position du point A dans le 
domaine (D), dans ce cas Pinégalité 


(76) ae iy 


où a représente la plus courte distance du point A à la frontière du 
domaine (D), entraînera les inégalités suivantes : 


K(Q 
(77) RO Eee 
ainsi que 
ok OR K(Q) 

dE Gr GR 
et 

0? Ge  {(a?G. (0° Gs K(Q) 
ve (ae ), Gea)” oe Re 


où les dérivations se rapportent aux coordonnées du point A et où l'on 
a désigné par K(Q) une quantité positive finie dépendantuniquement de 
la nature du domaine (D) et de la position du point Q dans ce domaine. 
Il nous reste encore à faire la remarque suivante : si l’on désigne, 
comme tout à l'heure, par a la plus courte distance d’un point À, situé 
dans le domaine (D), à la frontière (S) de ce domaine, les produits 


ROCCO eA) te , 0R(Q, A) 
a Toye gs et a dyna 


) 


(80) aR(Q, A), 


où les dérivées doivent être prises par rapport aux coordonnées du 
point a, tendent uniformément vers zéro avec a. 

Cette proposition ne résulte nullement des inégalités (77) et (78), 
parce que la longueur R tend vers zéro lorsque le point A tend vers un 
sommet; mais elle résulte immédiatement des théorèmes exprimés par 
les inégalités (6) et (55) et des circonstances suivantes : 1° la fonction 
R(Q, A) considérée comme fonction des coordonnées du point A est, 
sauf en Q, régulièrement harmonique dans tout le domaine (D), et, par 
conséquent, elle jouit de cette propriété en tout point assez voisin de 
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la frontière ; 2° l'intégrale 


[R(QM) Pdf (logQM)* deu f [HOME deu (1) 
(D) 4m Jip) (D) 


est finie. 

Les théorèmes relatifs aux fonctions G,(Q, M) et R(Q, M) que nous 
venons d'établir permettraient de démontrer en toute rigueur, par le 
théorème de Green, la symétrie de la fonction G,(Q, M) par rapport 
aux points Q et M. Nous ne développerons pourtant pas la démons- 
tration de ce théorème, parce que, d’une part, nous n’aurons pas à en 
faire usage et parce que, d’autre part, les précautions avec lesquelles 
il faudrait appliquer le théorème de Green sont identiques à celles avec 
lesquelles nous aurons à nous servir de ce théorème au numéro 
suivant. 


23. Pour établir l’unicité de la solution du probleme biharmonique 
restreint nous n’avons qu’à démontrer le théorème suivant : 


Lorsqu'une fonction # satisfait à l’intérieur du domaine (D) a 
l'équation 


A? ‘vy = 0, 
et lorsque les quantités 
Ow ow 
87 ML ae 
( ) M6 Ox oe Oy ? 


calculées pour un point intérieur du domaine considéré, tendent, avec 
la plus courte distance de ce point à la frontière, uniformément vers zéro, 
la fonction w est nulle identiquement dans tout le domaine (D). 


Pour établir ce théorème, posons 


(82) P= Ae 


et commençons par faire la remarque suivante : si l’on désigne par a 
la plus courte distance d’un point A, situé dans le domaine (D), à la 


(1) Se reporter à l'équation (3), p. 343. 


7 US 
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frontière de ce domaine, les produits 


Ov (A) 
83 ) 2 
(83) av(A), a à et ae 


tendent uniformément vers zéro avec a. 

La justification de cette remarque est immédiate : du point A comme 
centre décrivons un cercle (C) de rayon a. La formule bien connue 
pour la solution générale du problème biharmonique pour le cercle 
donne 


— 1] dw 
p(A) = aa SR 


j A ar: eo) 
Bae) == f w cos 0 ds — sil Oe cost ds, 
Foie) 


Ox, < nas 1e) ON 

(A — 

= = f w sind À [ Dee 
FRET JE) Ta’ ic) ON 


en désignant par 0 l’angle formé, avec l’axe des x, par la demi-droite 
allant du centre A du cerele (C) vers l’élément ds. 

Eu égard aux propriétés dont jouissent, par hypothèse, les quan- 
tités (81), on s’assurera immédiatement, au moyen des formules pré- 
cédentes, que les produits (83) jouissent bien de la propriété annoncée. 

Cela posé, retranchons du domaine (D) les parties intérieures à des 
petits cercles (2) de rayon commun p, décrits des sommets de la 
frontière (S) comme centres, et soit (D,) le domaine ainsi obtenu. 
Retranchons ensuite du domaine (D,) l’ensemble des points tels que 
la distance de chacun d’eux à la frontière du domaine (D) soit infé- 
rieure à une petite longueur À. Nous obtiendrons de la sorte un nouveau 
domaine (D,,;). 

Désignons par a’ l’ensemble des arcs des cercles (2) faisant partie 
de la frontière du domaine (D,,,), par (S’) le reste de cette frontiére 
et par (o’ + 8’) toute la frontière en question. 

Considérons maintenant un point quelconque Q intérieur au 
domaine (D) et envisageons les fonctions G,(Q, A) et R(Q, A), définies 
au numéro précédent, en les regardant comme fonctions des coordonnees 


du point A. 
Appliquons ensuite le théorème de Green, par rapport au 
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domaine (D,,;), une première fois aux fonctions G,(Q, Ajetv(A), et 
une seconde fois aux fonctions R(Q, A) et (A), en donnant, aux 
longueurs p et A, des valeurs assez petites pour que le point Q soit 


hei 


situé à l’intérieur du domaine (D,,). On trouvera facilement 


? P dG; 
Hi G:(Q. A) a = ap o(A)R(Q, A) dea (A) Seeds, 
/ (G'+s') ¢ (Don) (o'+5') 
ea} dw dR 
ib R(Q, A) e(A) dra+ R(Q, A) oq ds = #(Q)+ (A) ds 
N Ne aN 
(Do) (o'+5') (o'+ 5’) 


Faisons tendre la longueur A vers zéro et considérons en méme 
temps les intégrales curvilignes entrant dans les équations précédentes. 
Celles des parties de ces intégrales qui se rapportent à la portion (S’) 
de la frontière du domaine (D,)) tendront vers zéro. On le vérifiera 
aisément en tenant compte des propriétés des quantités (81) et (83) 
et en se reportant aux inégalités (77), (78) et (79). 

Par conséquent, le passage à la limite, pour A= 0, donne 

dy 


G(Q AR = f(A) R(Q,A) deat f v(A) 
aN ) (o) 


() (Do 


dw : dk 
R(Q,A) (A) deat f R(Q,A) eds = 0(Q) + f PAS 
He aN se dN 


dG, 


aN ds, 


(85) 
(Dp) 


en désignant par (o) l’ensemble des ares des cercles (2) faisant partie 
de la frontière du domaine (D,). 

Je dis que les intégrales curvilignes entrant dans les équations (85) 
tendent vers zéro en même temps que la longueur 5. Pour le démon- 
trer, supposons que la longueur ¢ soit assez petite pour que la valeur 
d = p de la longueur d vérifie l'inégalité (21) (p. 372). Dans ce cas, 
chacun des cercles (£) rencontrera la frontière (S) du domaine (D) 
précisément en deux points, et ce domaine lui-même interceptera sur 
chacun de ces cercles un seul arc. L'ensemble de ces arcs formera la 
portion (5) de la frontière du domaine (D,). Désignons par (s) l’un des 
arcs précédents. D’après les définitions du n° 14(p. 372 et suivantes), 
les rayons relatifs aux différents points de l’are (s) auront une même 
valeur R définie par l'équation 


k= Keer 


bin hu. 
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en désignant par-£, une constante numérique non nulle et par s la 
longueur de l'arc (s). Désignons par (s”) l’ensemble des points de (s) 


tels que la plus courte distance de chacun d’eux à la frontière du 


domaine (D) soit supérieure à la longueur R. Le reste de l'are (s) se 
composera de deux ares (s’) ct (s”) séparés par l'arc (s”). 

Envisageons maintenant, dans les équations (85), les intégrales 
curvilignes se rapportant à la portion (s) de(c), et soit 


“(s) 


l’une de ces intégrales. Décomposons-la en trois parties comme 
Vindique léquation symbolique 


J=f+f +. 

(s) (s’) to AT) 
lim f (0) 
p=0 (s" 


) 


On trouve aisément 


en tenant compte de ce que les quantités (80), (81), (83) et les sul- 
vantes 


0 G.(Q, A) 0 G:(Q, A) 
On . Oy 


(85) G2(Q, A), 


tendent uniformément vers zéro avec la plus courte distance a du 
point A à la frontière du domaine (D). 

D'autre part, en se reportant aux inégalités (77), (78), (79) et aux 
propriétés, rappelées tout à l'heure, des quantités (81) et (83), on 
s’assurera immédiatement qu’on a aussi 


== Jin i == On 
J (5) POS a 
lim 1 = 10) 
Ox 0% 


(s) 


On a donc 


Cela prouve que le passage à la limite, pour p = 0, permet de déduire 
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des équations (85) la suivante : 
#(Q) = 0. 


Donc, comme nous voulions l’établir, la fonction æ est nulle identi- 
quement dans tout le domaine (D). 

Il résulte de là que le second des deux points indiqués au n° It 
(p. 363) est établi. 

En résumé, la réduction du problème biharmonique restreint au 
problème intermédiaire est complètement effectuée. 


IV. — Sur le minimum d'une intégrale double. 


94. Considérons deux fonctions continues 5 et 5, définies sur la 
frontière (S) du domaine (D), et envisageons l’ensemble (E) des fone- 
tions des coordonnées rectangulaires x et y, telles que chacune de ces 
fonctions F jouisse des propriétés suivantes : 

1° Les quantités 

oF oF 


F, Ape et dy 


sont continues à l’intérieur du domaine (D), et chacune d’elles admet 
des valeurs périphériques qui constituent une fonction continue sur 
la frontière du domaine considéré; 

2° Les valeurs périphériques de la fonction F définissent sur(S ) une 
fonction identique à la fonction o; 


nt A 
3° La dérivée de la fonction F, prise suivant la normale intérieure 


à la frontière du domaine (D), est égale à la fonction o,. 

Cela posé, je vais démontrer le théorème suivant : S'il existe dans 
’ . en 5 . 5 
l'ensemble E une fonction 9 vérifiant les hypothèses du n° 1, il existera 
aussi dans cet ensemble une fonction w, telle que pour 


(1) F = w 
2° 12 
l’intégrale 


(2) f (AF)? dz 
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atteigne sa borne inférieure. J'ajoute qu’à l’intérieur du domaine (D) 
la fonction  satisfera à l'équation 
AP 0 (2) 
Pour démontrer ce théorème considérons, dans l’ensemble (E), une 


fonction F telle que la valeur correspondante de l'intégrale (2) soit 
finie et bien déterminée. Nous aurons | 


(3) | ddr — | (AF)? dr, 
” (D) (D) 

en posant 

(4) D — AF. 


Posons, comme dans l’Introduction, 
(5) p= Ao 


et désignons par ¢ la solution du probleme intermédiaire, pour le 
domaine (D), par rapport à la fonction ®. 

Soit ¢ l'élément analogue relatif à la fonction Y. Je dis que, dans tout 
le domaine (D), on a identiquement 


(6) pi ps 


Pour établir cette relation, posons 


(7) NT 
(8) Pao FP, 
L'intégrale 


(10) rf Oat 
(D) 


ayant évidemment une valeur finie et bien déterminée, la fonction 


I Sd — 
(11) OY dr 


(1) Comparer Fusint, Il principio di minimo, etc. (Rendiconti del Circolo mat. dt 
Palermo, 1°" semestre 1907). 
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des coordonnées du point A sera continue dans tout le plan à distance 
finie. 
Or il résulte des équations (4), (5), (8) et (9) : 


1° Qu'on a 
AP) 


à l’intérieur du domaine (D ); 

2° Que les dérivées du premier ordre de la fonction P, ainsi que 
cette fonction elle-même, admettent en tout point de la frontière du 
domaine (D) des valeurs périphériques égales à zéro. On en conclura 
de suite, au moyen du théorème de Green, que la fonction (11) jouit 
des propriétés suivantes : à l’intérieur du domaine (D) on a 


(12) P(A) =— | Q(B)logAB dé 


et, à l’extérieur de ce domaine, la fonction représentée par l'inté- 
grale (11) est nulle identiquement. Si l’on rapproche de ces remarques 
ce fait que les dérivées du premier ordre de la fonction P s’annulent 
sur (S), on arrivera à la conclusion suivante : les dérivées premières 
de la fonction (11) sont, comme cette fonction elle-même, continues 
dans tout le plan à distance finie. On pourra donc substituer, dans 
l'énoncé du problème biharmonique restreint, tel qu'il a été traité 
au n° 11, la fonction (11) à la fonction +. Soit alors w la solution de ce 
problème. D’après la théorie développée au Chapitre précédent, la 


quantité 
Aw 


sera égale à la fonction représentant la solution du problème intermé- 
diaire pour le domaine (D) par rapport à la fonction Q. Or cette fonc- 
tion n’est autre chose que la fonction v définie par l'équation (7). 
Nous aurons done 


(13) v = Aw. 


Mais puisque, comme nous avons déja eu a le faire remarquer, la 
fonction (11) et ses dérivées de premier ordre s’annulent sur (S), il 
en sera de même de la fonction w. Cette fonction sera donc nulle iden- 
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tiquement. Donc, en vertu de (13), ilen sera de mème de la fonction v. 
Eu égard à (7), cette circonstance prouve que la relation (6) sera 

vérifiée dans tout le domaine (D). C’est ce que nous avions annoncé. 
D'après ce qui vient d’être établi, la fonction » peut être regardée 

comme la solution du problème intermédiaire pour le domaine (D) 

aussi bien par rapport à la fonction ® que par rapport à la fonction 4. 
En se reportant au n° 4, on conclura de là qu’on a 


(14) [ D? dr = e? dr + (D — p}? dr, 
| - 


ep (D) © (D) 
ef, en se reportant au n° LI, on verra ceci : si l’on désigne par æ la — 


fonction qui, à l’intérieur du domaine (D) et par rapport à la fonction 9, 
représente la solution du problème biharmonique restreint, on aura 


(15) p = Aw, 


Or, il est aisé de conclure des équations (4) et (15), en tenant 

compte des conditions aux limites qué vérifient les fonctions F et, 
9° , 
que l’intégrale 
(D — pv} dr 
(D) 

ne peut s’annuler sans que les fonctions F et ne se confondent. Par 
conséquent, en vertu des relations (4), (14) et (15), on aura 


© (AF) dt sp (Aw)? de, 
(D) 


(D) 


à moins que la fonction F ne se confonde avec la fonction æ. Donc, on 
le voit aisément, le théorème énoncé au début de ce Chapitre est 
démontré. 


V. — Méthode pratique pour résoudre le problème biharmonique restreint. 


25. Le domaine (D), tel que nous l’avons envisagé dans les deux 
derniers Chapitres, est une portion de plan limitée par un contour 
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extérieur (G,) et un certain nombre p de contours intérieurs 
(1) CARTES RE Re | 


Désignons par (D,) la région du plan s'étendant à l'infini à l’exté- 
rieur du contour (C,) et par 


(2) (Di), (D2), ..., (Dp) 


les portions de plan limitées par les contours (1). 

D'après ce qui précède, tout le plan se composera du domaine (D) 
et des p+1 régions qu’on obtient en adjoignant la région (D,) aux 
p domaines (2). 

Introduisons pour un instant l’unité imaginaire z et, en désignant 
par £ et n des variables réelles, posons 


(E+ in)*= u,(E,n) + te, (En), 


en désignant par a, et 9, des polynomes réels. 

Le plan étant rapporté à un système de coordonnées rectangulaires 
(x, y), désignons par a, et bg les coordonnées d’un point déterminé, 
choisi arbitrairement à l’intérieur du domaine (D,). 

Posons 


la Ve — a) + (y — ba), 


en ayant soin de prendre la détermination positive du radical, et consi- 
dérons l’ensemble des fonctions harmoniques définies par les formules 
suivantes : 


Ayo); No 2k -1= Ve ZY), hook = uy (2, ¥), 


V (0 — Gus Y—b ur (x — «à — b 
hao=logra; LA ee ul ay J a) ( ay V a) 


9 oh WF 
(3 r2k Fa 


> Resp = 


(a=5, 2,3, PP); 


CESSES OR 


Nous composerons avec les fonctions précédentes des fonctions 
nouvelles qui permettront de résoudre, au moyen d’une méthode se 
prêtant au calcul effectif, le problème intermédiaire et par suite aussi 
le problème biharmonique restreint, 
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26. D'après les premiers éléments de la théorie des ensembles, il 
sera possible de former une suite infinie de fonctions 


(4) Uo, U;, U;, 


de façon que chaque terme U, de cette suite soit égal à une des fonc- 
tions de l’ensemble (3) et que, de plus, la suite considérée contienne 
sans omission ni répétition toutes les fonctions de cet ensemble. 

Je vais établir le lemme suivant : 

Désignons par v une fonction harmonique à l’intérieur du domaine (D) 
et telle que l'intégrale 


(5) [ v? dr 
(D) 


ait une valeur finie. Lorsqu'on a 


(6) if wl, dt 0 
(D) 


pour toutes les valeurs entières et non négatives de Vindice n, on a 
(7) DE 0 


dans tout le domaine (D). 
Pour le démontrer, posons 


(8) w(A) = — »(B) log AB dy, 


(D) 


et envisageons un cercle (2) ayant l’origine des coordonnées pour 
centre et un rayon assez grand pour que tout le domaine (D) lui soit 
intérieur. A l'extérieur de ce cercle nous aurons, pour la fonction w, 
le développement classique suivant : 


GE B;vx(x, Y) ; 
rik 


(9) wm a Ay logr +) Apuy (2, y) 
k=1 

en posant 
r Var + y. 
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Or, les équations (6) entrainent les suivantes, 


f Din AC = O (a S26, TRO ope eed 
(D) 


et celles-ci, en vertu de formules classiques, entrainent à leur tour la 
conséquence que voici : les coefficients de la série (9) sont tous nuls. 
Done, la fonction w sera nulle a l’extérieur du cercle (2) et, par consé- 
quent aussi, dans tout le domaine (D,). 

D’autre part, il suffirait d’envisager le développement classique de 
la fonction w, procédant suivant les fonctions 


Up (2 — Ag, ¥ — ba), Pp (% — Ag, y — ba) CÉSAR SE 


et valable à l’intérieur d’un cercle (£,) assez petit et ayant le point 
(a,, b4) pour centre, à l'effet de s'assurer que, en vertu des équations (6), 
la fonction w sera nulle à l’intérieur du cercle (2,) et, par suite, dans 
tout le domaine (Dz). 

En résumé, il est établi que, en vertu des équations (6), la fonction w 
est nulle à l'extérieur du domaine (D). Il résulte de là, moyennant le 
lemme établi au n° 12, que les dérivées du premier ordre de la fone- 
tion w seront continues à la traversée de la frontière du domaine (D) 
et seront, par conséquent, sur elle égales à zéro. 

Cela prouve (n° 23) que la fonction w sera nulle identiquement. 
Donc, en vertu de l’équation 


v — Au, 


il en sera de mème de la fonction v. C’est ce que nous avions à démon- 
trer. 


27. Posons 


[ieee 
\ o = dea Uy, 


7 


(10) = 
v, => PU oe 
k=0 


Comme il n’existe aucune relation linéaire et homogène à coeffi- 
cients constants entre un nombre fini de fonctions de la suite (4), il 
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sera possible de déterminer les constantes a, ; de facon qu'on ait (') 


(11) ee: CeO Fao) 
(D) 
et que l’inégalité 
(12) nF] 
entraine la suivante : 
(13) Vie pdt —0. 
(D) 


Il arrivera alors qu’on aura 
(14) 2» 0 


pour toutes les valeurs entières et non négatives de 7. 
Il résulte des inégalités (14), qu’il sera possible d'exprimer les 
fonctions U, au moyen des fonctions V, de la façon suivante : 


= Doo We. 


0e DS Our Vr; 


k=0 
en désignant par les b, des constantes. 
Par conséquent, les équations 
(15) i eV ,dti0 DT de Peo. te) 
(D) 
entraînent les équations (6). Nous avonc done, en vertu de lemme 


établi au numéro précédent, le théoreme suivant : 


Lorsque pour une fonction v, harmonique à l’intérieur du domaine (D), 


l'intégrale 
ip v? dr 
Care 1}, 


(1) Voir mon Mémoire Sur l'intégration de l'équation biharmonique ( Bulletin de l'A ca- 
démie de Cracovie, janvier 1908, p. 4 et 5). 
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aune valeur finie et lorsque, de plus, ceite fonction salisfait aux équa- 
tions (15), elle est nulle identiquement dans le domaine (D ). 


98. Admettons que, pour une fonction A, harmonique à l'intérieur 
du domaine (D), l'intégrale 


(16) h? dr 


(D) 


ait une valeur finie et posons 


(17) Cae eee as (ROIS eg) 


Les théorémes rappelés en note (p. 351) permettent d’énoncer les 
propositions sutvantes : 


1° La série 


(18) he > GeV 


n=0 


sera absolument et uniformément convergente dans toute l’étendue de 
tout domaine intérieur au domaine (D); la somme #' de cette série 
sera donc une fonction harmonique à l’intérieur du domaine (D ); 

2° L'intégrale 

RAT 
AD) 

aura une valeur finie; 

3° Si l’on désigne par F une fonction quelconque, à cela près que 
l'intégrale 


f F° de 
. : (D) 
ait un sens, on aura 
(19) HL h'F dr =, Cul FY, dr. 
(D) ety AU 
Posons 
(20) SAN Ca Mane 
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Si l’on tient compte, d’une part, des trois propositions qui viennent 
d’être énoncées et, d’autre part, des formules (17), on reconnait sans 
peine que le théorème du numéro précédent est applicable à la 
valeur (20) de la fonction v. 

Nous avons donc, pour la fonction 2, le développement en série 
suivant : 


(21) h D. Ce Vins 


r=0 


Il est permis d’ajouter qu’on aura 


(22) if NÉE A Die 
“(D) 2 


n=0 
cela résulte du théorème exprimé par l’équation (19) et de ce qu'on a 


D = 


En résumé, pourvu que pour une fonction A, harmonique à l'inté- 
rieur du domaine (D), l'intégrale (16) ait une valeur finie, cette fonc- 
tion pourra être développée en une série de la forme (21). 

Le théorème précédent entraine l’intéressant corollaire suivant : 
étant donnée une fonction A harmonique à l’intérieur du domaine (D) 
et telle que l'intégrale (16) ait une valeur finie, il sera toujours 
possible de trouver une fonction /,, régulièrement harmonique dans 
tout le plan sauf à l'infini et aux points 


(da, ba) Co OS ee D) 


régulièrement harmonique par conséquent dans le domaine (D) et sur 
la frontière de ce domaine, telle qu'on ait 


(h—h,)dt<e, 


(D) 


en désignant par € un nombre positif, donné a l'avance, différent de 
zéro, mais arbitrairement petit. Au surplus, dans le cas où le 
domaine (D) ne serait limité que par un seul contour, il sera possible 
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de satisfaire aux conditions précédentes en prenant pour /, un poly- 
nome entier par rapport aux variables æ et y. 
Pour justifier cette proposition, il suffit de remarquer qu'on pourra 


prendre 
q 
h, =>} Ca Ves 


n=0 
en donnant à l’entier g une valeur assez grande. 


29. Appliquons le théorème du numéro précédent au problème 
intermédiaire. Soient, comme précédemment, Ÿ la fonction donnée 
et vla fonction demandée. 

D’après le théorème du numéro précédent, nous aurons 


(23) 7 =D AVE 


de sorte que le problème se réduira à la détermination des coefficients A, 
du développement précédent. Or on a 


(24) vh demi ph dr 
(D) (D) 


\ 


pour toute fonction A, harmonique à l’intérieur du domaine (D) et 
telle que l'intégrale 


soit finie. Posons 


en vertu de l'équation (23). Donc, le problème intermédiaire et, par 
conséquent, le problème biharmonique restreint peuvent facilement 
être résolus dans le cas général au moyen des fonctions V,. 


2 0-0 ————ÙÈ 


ESSAI 


SUR LA 


PROPAGATION PAR ONDES; 


Par M. E. VESSIOT. 


Dans un précédent article (') nous avons étudié analytiquement la 
propagation par ondes dans un milieu dont la nature ne varie pas avec 
le temps, et montré les relations étroites de ce problème avec la théorie 
des transformations de contact, avec celle des équations aux dérivées 
partielles du premier ordre où ne figure pas explicitement la fonction 
inconnue, et avec la recherche des maxima et minima des intégrales 
simples. 

Les pages qui suivent sont consacrées à la propagation par ondes 
dans un milieu dont la nature varie avec le temps. Le problème est 
traité à un point de vue purement cinématique. Le milieu est défini 
par le système des ondes élémentaires qui ont pour origines, à chaque 
instant, les divers points du milieu. La loi de la propagation est le 
principe des ondes enveloppes; mais nous supposons seulement qu'il 
ait lieu pour un intervalle de temps infinitésimal, et aux infiniment 
petits près d'ordre supérieur. Un des résultats obtenus est que le 
principe est alors rigoureusement vrai, dans tout intervalle de temps. 

Nous raisonnons sur l'espace à x dimensions. Mais notre exposition 
ne suppose connus que la notion d’élément de contact, celle de multi- 


oe EE EEE EEE ae 


(1) Sur l'interprétation mécanique des transformations de contact infinitésimales 
(Bulletin de la Société mathématique de France, 1. XXXIV, 1906). 
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plicité, et les principes fondamentaux de la théorie des équations 
différentielles ordinaires. 

Deux faits essentiels se présentent : d’une part, la propagation se 
fait par éléments de contact, les éléments de contact de l'onde origine 
étant individuellement transportés pour constituer les ondes nouvelles 
qui en dérivent; et, d'autre part, la famille des ondes successivement 
issues d’une même onde origine est définie par une équation aux 
dérivées partielles, qui peut être l’équation aux dérivées partielles du 
premier ordre, à n variables indépendantes, et à une fonction 
inconnue, la plus générale. 

De là découle, intuitivement, une théorie nouvelle de l'intégration 
des équations aux dérivées partielles du premier ordre. La loi du 
déplacement des éléments de contact du milieu est donnée par le 
système différentiel que la théorie de Cauchy donne pour les caracté- 
ristiques. 

Dans le déplacement d’un élément de contact, le point de cet élément 
décrit ce que nous appelons une érajectoire de l’ébranlement. Nous 
établissons que, dans ce cas du régime variable, comme dans le casdu 
régime permanent, les trajectoires correspondent a la durée minima 
dans la propagation. La question équivaut à l’étude générale des con- 
ditions nécessaires et suffisantes pour le minimum del’intégrale d’une 
équation différentielle de la forme 


HE Ale ake VAC ee: 


où Q est homogène du premier degré en da,,..., dx,; cette intégrale 
est prise dans l'hypothèse où æ,, ..., æ, sontles coordonnées courantes 
d'un point d’un arc de courbe, et a une valeur initiale donnée £, à 
l’origine de cet arc; et c’est la valeur qu’elle prend à l'extrémité de 
l'arc qu'il s’agit de rendre minima, en choisissant convenablement 
l’arc de courbe, dont les extrémités sont supposées données ('). 

La considération de la variation simple conduit à des conditions 
nécessaires, qui définissent la courbe cherchée comme une trajectoire 
de la propagation. Nous montrons que ces conditions sont suffisantes, 


(*) Voir, au sujet de problèmes de ce genre, A. MAYER, Leipziger Berichte, 1895, et 
D. Ecorow, Mathematische Annalen, 1906. 
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toutes les fois que les ondes élémentaires ont, en chacun de ceux de 
leurs points qui interviennent, une forme concave vers leur origine. 

Le fait résulte de ce que la question de minimum précédente se 
ramène à l’étude d’une question de maximum qui se présente dans la 
propagation d’un ébranlement le long d’une courbe donnée; et pour 
cette derniere question, la solution est presque intuitive. 

Dans cette question de maximum, il s’agitde l’integrale d’une équa- 
tion de la forme 


dt 5 Pi dæ;, 


tA 


prise le long d’une courbe fixe donnée; et il faut déterminer les fonc- 
tions p,,..., p, de manière qu’elles satisfassent à une relation 


donnée 
1b RO ER NM ET À 


et rendent maxima la valeur prise par l'intégrale à l’extrémité de l'arc 
de courbe. 

La méthode qui se présente ainsi d’elle-même est équivalente aux 
méthodes de Weierstrass et d’Hilbert. Nous nous sommes bornés a 
l’esquisser rapidement. Elle s’applique, à plus forte raison, à la théorie 
des maxima et minima des intégrales simples, et peut s'étendre au cas 
des intégrales multiples. Nous y reviendrons dans un autre travail. 

Signalons enfin que nous avons supposé que les ondes élémentaires 
ont +"—' points et"-" plans tangents. Nous nous proposons de revenir, 
dans une autre occasion, sur les autres cas, qui offrent un intérêt 
particulier, tant au point de vue de la théorie des équations aux dé- 
rivées partielles que Lie a nommées semi-linéaires ou pseudo-linéaires 
qu'au point de vue du calcul des variations ("). 


(1) Les pages qui suivent étaient rédigées quand j'ai eu connaissance du Mémoire de 
M. CararméoporY, Sur les maxima et minima des intégrales simples (Math. Annalen, 
t. LXII, 1906, p. 449-503), où l’auteur utilise, sous le nom d’indicatrices, les ondes déri- 
vées, dans le cas n = 2, mais sans rattacher la question à celle de la propagation par 
ondes. Le problème traité par M. Carathéodory correspond du reste au cas du régime 
permanent, tandis que nous traitons ici du cas du régime variable. 
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I. — Équations différentielles de la propagation par ondes. 


1. Soient æ,,...,æ, les coordonnées d’un point quelconque de 
l’espace E, an dimensions, supposé rapporté à un système de coor- 
données rectangulaires quelconque : nous appellerons ce point le 
POMC Lig ec 0e OU Dal abréviation, le point (x). 

Nous considérerons l’espace E, comme un milieu où peuvent se 
produire, et se propager par ondes, des ébranlements d’une nature 
déterminée. 

Nous entendons par là que les points de E, sont susceptibles d’ac- 
quérir, d’une manière instantanée, une propriété de nature déter- 
minée (sonorité, luminosité, électrisation, etc.); et que, du fait que 
cette propriété se sera manifestée, à un instant quelconque /, en tous 
les points d’une multiplicité ov, elle cessera, aux instants suivants, 
d’appartenir aux points de on, et se manifestera, à chacun de ces 
instants ¢ + At, aux divers points d’une autre multiplicité ov’, qui est 
déterminée par la nature du milieu, relativement à la propriété consi- 
dérée, par l'instant ¢, par l’intervalle de temps At écoulé depuis cet 
instant, et par la multiplicité 3. 

C'est l'apparition de la propriété considérée en un point (x) que 
nous appelons un ébranlement, produit en ce point. Nous appelons 
onde toute multiplicité, lieu géométrique de points ébranlés à un 
même instant. 

Le problème de la propagation par. ondes est le suivant : Dans un 
milieu de nature déterminée, déduire d’une onde M, donnée au temps t, 
l’onde nouvelle qui en provient, au bout du temps At. 


2. Il faut d’abord définir la nature du milieu, relativement à la 
propriété considérée. 

Imaginons, à cet effet, le cas le plus simple, celui où un point 
isolé (x) est seul ébranlé à l'instant ¢. En se propageant, cet ébranle- 
ment donne naissance, à chaque instant ¢ + At, à une onde M(x|t,At); 
nous dirons que cette onde est issue de (a), ou encore qu’elle a (x) 
pour origine. 

Prenons l’homothétique de cette onde, par rapport à (x), dans le 
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rapport WE et admettons que cette homothétique tend vers une forme 


limite, lorsque Az tend vers zéro. Nous appellerons cette forme limite 
l'onde dérivée, qui a (x) pour origine, à l'instant t. 

Si, inversement, nous prenons l’homothétique de l'onde dérivée, 
par rapport à son origine (x), dans le rapport infiniment petit de, la 
multiplicité obtenue s’appellera l'onde élémentaire, ayant (x) pour 
origine, et correspondant à l'instant t. 

La nature du milieu, relativement à la nn considérée, sera 
définie par le système des ondes dérivées (ou des ondes élémentaires) 
qui ont pour origines les divers points du milieu, à chaque instant t. 

Ce système des ondes dérivées varie, en général, avec 4. Dans le cas 
contraire, nous dirons qu’on est en régime permanent; nous verrons 
que le mode de propagation d’une onde quelconque est alors indé- 
pendant de l'instant auquel cet onde apparaît, et ne dépend que de sa 
forme. Le cas général s’appellera le cas du régime variable. 

Nous supposerons, dans ce Mémoire, que les ondes dérivées ont 
oo”! points, et aussi oo”—' plans tangents. Nous reviendrons sur les 
autres cas dans un autre travail; il y aura lieu de remarquer que les 
ondes dérivées n’ont pas nécessairement le méme nombre de dimen- 
sions que les ondes finies issues des divers points de l’espace. 

Dans le cas de l’espace ordinaire (x — 3), les ondes dérivées sont, 
dans le cas général, des surfaces non développables : on les appelle les 
surfaces d'onde. Dans les cas exceptionnels, elles peuvent être des 
surfaces développables, des courbes, des points. 


3. Pour définir maintenant la loi suivant laquelle les ondes se pro- 
pagent, nous admettrons que, pour une variation du temps infiniment 
petite, la propagation satisfait au principe des ondes enveloppes, à des 
infiniment petits près d'ordre supérieur. 

La suite prouvera que ce principe n'implique pas contradiction. 
Expliquons d’abord comment nous l’entendons : 

Soit om une onde quelconque, à l’instant #; et soit ov’ l’onde qui en 
provient au bout du temps infiniment petit dé. Chacun des points (az) 
de om, s’il était seul ébranlé à l'instant ¢, aurait émis, au bout du 
temps dt, une onde M(x|#, dt); soit ov” l'enveloppe de toutes ces 
ondes M(a|¢, dt) issues des divers points (x) de dn. Nous admetions 
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que M représente M aux infiniment petits près d’ordre supérieur, Pinfi- 
niment petit principal étant dé; et nous entendons par là qu'il existe 
une correspondance, point par point, entre AV et At”, telle que les diffe- 
rences des coordonnées de méme nom de deux points homologues quel- 
conques sont d ordre supérieur à 1, par rapport à dt. 

Cette définition donne lieu aux remarques suivantes, pour lesquelles 
nous nous bornerons, pour simplifier, à considérer des multiplicités 
a (7 — 1) dimensions. 


1° SoientE et Y deux multiplicités, dont chacune représente l’autre, 
à des infiniment petits près d’ordre supérieur; et soit 0 l’infiniment 
petit principal. La correspondance entre un point quelconque (X) 
de £ et le point homologue (X’) de Z’ sera mise en évidence dans les 
équations des deux multiplicités 


(2) Xi fil Uy, ...,; Un—-1| 9) (=; 2, 60-5 7); 
(2) p= Gil Uy, .- =, Un 110) Le hot 


deux points homologues correspondant aux mêmes valeurs des 
parametres nu 

Et l'identité des deux surfaces, aux infiniment petits près d’ordre 
supérieur, revient à supposer que les fonctions f; et g;, et leurs dé- 
rivées — = 
TLELP OSE tet Ur 

De là résulte l'identité, deux à deux, des déterminants fonctionnels 
formés avec les dérivées des j; et des g;, prises par rapport à w, 
pour Ü—o; et aussi des dérivées de ces déterminants fonctionnels, 
prises par rapport à 9 (pour 6=0). De sorte que les differences des 
coordonnées de méme nom des plans tangents à 2 et X’, en deux points 
homologues, sont aussi des infiniment petits d’ordre supérieur. 


sont, pour 9 =o, des fonctions identiques des para- 


2° Supposons maintenant que = fasse partie d’une famille de «,_, 
multiplicités, à chacune desquelles corresponde une multiplicité >’, 
la représentant aux infiniment petits près d’ordre supérieur. Une cor- 
respondance de méme nature aura lieu entre l'enveloppe des multiplicités © 
et celle des multiplicités Y. 
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En effet, les équations de © sont maintenant de la forme 
(1) i Liu ei du, «3s, a4 | 0) (t{=1,2,. An); 
et l'enveloppe sera donnée par les équations 


ye Det Se aerate RE 


; D ee Dar Ale 
oui dun 4 dax (EAU... SR) É . 5 


c'est-à-dire qu'un point quelconque de l’enveloppe est fourni par les 
équations (1), où u,,...,u,, sont les fonctions de a,,...,@a_, dé- 
finies par les équations (2). 

Pour passer de là à l'enveloppe des Y’, il faudra remplacer les /; PA 


des fonctions g; des mêmes variables; et, pour 0 — o, les 2; et les ag: 


ri) 


sont respectivement identiques aux /; et aux + Mais alors les fonc- 


tions uw, de a,, ..., @,_, obtenues dans les ree cas seront, pour 4 = 0, 
les mémes, ainsi que leurs dérivées prises par rapport à 9. D'où résulte 
le théorème annoncé. 


3° SUX’ represente X aux infiniment petits près d'ordre supérieur, et 
Sie repr ésente de même X’, la méme corr espondance existe entre Ÿ” et X. 


La démonstration serait immédiate. 


4° L’onde M(x\t, dt), émise par un point (x) quelconque, est repré- 
sentée par l'onde élémentaire qui a ce même point pour origine, aux 
infiniment petus près d ordre supérieur. 


Soient, en effet, P un point quelconque de M(x|£, dt), eto sa distance 
à l’origine (x) de cette onde. Le point homologue de l’onde élémentaire 


a pour rayon vecteur 
(lim re #) dt. 
dt=0 dt 


La distance des deux points homologues est done la différence entre 
l'infiniment petit 9 et sa partie principale; et la remarque énoncée en 
résulte. 

En combinant ces diverses remarques, nous pouvons énoncer le 
principe des ondes enveloppes sous la forme suivante : 
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Aux infiniment petits près d'ordre supérieur, l'onde issue d’une onde 
origine quelconque, à partir d'un instant t quelconque, au bout du temps 
infiniment petit dt, est l'enveloppe des ondes élémentaires qui seraient 
émises, dans les mêmes conditions, par les divers points de l’onde origine. 


4. Pour traduire analytiquement ce principe, il faut se donner 
d’abord les ondes dérivées par leur équation générale. Nous imaginons 
pour cela, en chaque point (a), un système d’axes ayant ce point pour 
origine, et se déduisant par translation du système d’axes fondamental 
auquel est rapporté le milieu considéré. L’équation générale des plans 
étant supposée écrite sous la forme 


nm 


(1) > Uefa =O, 


T4 
nous nous donnerons l’équation tangentielle 
(2) EEE ies eae  eens Haies 0 


de l'onde dérivée qui a (x) pour origine, rapportée précisément au 
système de coordonnées qui a(x) pour origine. Dans cette équation, 
U,,..., y sont donc les coordonnées tangentielles courantes, tandis 
que t, @,,..., x, Jouent le rôle de paramètres; et, dans l'équation (1), 
Ey, +++, 5, sont les coordonnées ponctuelles courantes dans le même 
système auxiliaire de coordonnées. 

Pour avoir, dans les mêmes conditions, l’équation générale des 
ondes élémentaires, nous remarquons que, si le plan (1) est tangent 
à l'onde dérivée, le plan tangent à l'onde élémentaire qui lui corres- 
pond est 


n 


Ds u;t;-- dt = 0. 


t=1 


Les coordonnées s’obtiennent donc en divisant par d celles du plan 
\ , re ’) . . a À 5 
tangent à l'onde dérivée, et par suite satisfont à l’équation 


(3) Hit] as... 2,0 | abe ee. ttn at) 0 


Nous abrégerons les calculs ultérieurs en donnant à l’équation (2) 
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une forme particulière : rendons-la homogène, résolvons-la par 
rapport à la variable d’homogénéité, et donnons à cette variable la 
valeur 1. Nous obtiendrons une équation de la forme 


(4) Meee 7 lie Up), 


où II sera homogène, de degré 1, par rapport à u,,..., us. 
On peut encore dire que II est défini par l'identité 


(5) Heat) =o 


L’équation du point de contact d’un plan tangent (u,,...,u,) à 
cette surface est alors 


AS oll 
Der re Ae 


bal 11 
et, par suite, les coordonnées de ce point de contact sont 


oll ; 
(6) aa RÉCENT AE 


Comme les seconds membres de ces formules (6) sont de degré zéro 
en u,,..., U,, elles donnent en réalité les coordonnées du point de 
contact d’un plan tangent à la surface (4), parallèle à un plan donné. 

La résolution qu’on a dû faire pour passer de la forme générale (27) 
à la forme canonique (4) revient donc à séparer l’onde dérivée en 
nappes telles que chacune de ces nappes aitun plan tangent et un seul 
parallèle à un plan arbitrairement donné. 

Enfin, si l’onde dérivée est donnée sous la forme (4), l’onde élémen- 


taire aura pour équation tangentielle 
(7) Th(¢| 2, .--, nu, ...,un)dt=1; 


et, de même que l’onde dérivée est représentée paramétriquement, au 
point de vue ponctuel, par les formules (6), où les rapports des u; 
interviennent seuls, de même l’onde élémentaire sera définie par les 


formules 


(8) p= dt Gate en) 
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Nous allons avoir besoin aussi de l’équation générale des ondes 
élémentaires rapportées au système de coordonnées primitif. Le plan, 
qui a (1) pour équation dans le système d’origine (x), a pour équation 
dans le système fondamental 


nr 


a u;(X;—2;) —1=0. 


t=1 


Et si l’on raméne cette équation a la forme 


n 


(9) Dig ki 10, 


aa 


on a, pour transformer les coordonnées tangentielles, les formules 


7m 


> Upp 
ee ee — li OS coe ONE 
Ji I à 
1 WkX ke 
F1 
L’équation (7) devient done 
(10) Me] 2. Bab, LG JET 


t=1 
Les équations (8) sont remplacées, d’autre part, par les équations 


(11) Kis + SOLD ay 


Ga he ae ee tS 


5. Cela posé, reprenons les considérations du n° 3. Soit tune onde 
quelconque, à l'instant ¢; et soit (x) l’un quelconque de ses points. Ce 
point est l’origine de l'onde élémentaire [(10), n° 4], 


nm 


(1) Tey, ee a In) + VAN, 


ea 


et nous avons à chercher l’enveloppe de toutes les ondes élémentaires 
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représentées par cette équation (1), quand (x) décrit at. Chacune 
d'elles a en commun avec l’enveloppe un certain nombre d'éléments 
de contact (point, plan tangent), que nous allons déterminer. Nous 
écrivons pour cela qu’ils sont communs à (1) et aux ondes infiniment 
voisines qui en résultent par variation infiniment petite de (x) sur mn. 

Désignons à cet effet par à toute différentiation relative à une telle 
variation : les variations Ôx,, ..., 6x, seront uniquement assujetties 
à la condition 


(2) | D Pou; = 0, 


DE 


Où Py, --., Pn sont des coefficients de direction pour le plan tangent 
à at, en (x). Nous devons donc exprimer que l’équation obtenue en 
appliquant à (1) la différentiation à est une conséquence de (2), ce qui 
donne les équations 


er 


CG =D I 2, on): 
où m est un facteur qu’on déterminerait en tenant compte de (1). 

Mais on peut laisser m indéterminé, car les équations (3) définissent 
ainsi la direction des plans des éléments de contact cherchés, par les 
rapports des g;; et les équations (11) (n° 4), où ne figurent que les 
rapports des g;, donnent alors le point auquel appartient chacun des 
éléments de contact correspondants. 

La forme des équations (3) montre qu'il yaune direction (g,, «++; Jn), 
satisfaisant à la question, quitend vers la direction (p,,---, Pn) lorsque dé 
tend vers zéro; et qu’il n’y en a qu'une. Done, parmi les éléments de 
contact communs à l’onde élémentaire (1) et à toutes les ondes infini- 
ment voisines, il y ena un et un seul qui tend, lorsque dé tend vers 
zéro, vers l’élément de contact (x,,...,æ,|p,,..., p,) de l'onde M. 
Désignons par (x',,...,æ,|p.,..., p,) les coordonnées de cet élément 
de contact. Désignons encore par { l'instant ¢ + de. Nous aurons les 


équations 
OIF(£|æ lp") 


ta (Et ey) 


(4) Ti — 
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amet 


(5) (¢'—- t) + pi; = mp; (G25 yo, oem e 


De plus, pour déterminer sans ambiguité les p;, dont les rapports seuls 
étaient donnés jusqu'ici, nous les assujettirons à vérifier la condition 


(6) We ee Cal Pierce Pre 


Et cela les définit bien sans ambiguïté, II étant homogène, de degré 1. 
De même, les p; seront assujettis à vérifier la relation analogue 


(9) NE Senses lle Pala 2 


Alors, lorsque dt tend vers zéro, chacune des différences (a; — æ;) 
et (p’, — p;) tend vers zéro, et leurs parties principales, que nous dési- 
gnerons par dx; et dp; s obtiennent en différentiant les équations (4), 
(5) et (7), par rapport à 7’, pour z’= 2; ce qui donne (dt’ = dt) 


(8) pee AD) ET ee eed 
Opi 
(9) OS bes dpi=pidp (t=1,2,...,7), 
v Ox; 
oll — oll — oll 
(10) aE a ee TT 


= r= 1 


En éliminant les da; et les dp;, la dernière fournit du. Cela donne 


May Sp St alas 


tt 


d’où, à cause de l’homogénéité de IT, 
(11) du =— — dt. 


Nous arrivons donc au résultat suivant : 


A chaque élément de contact (x|p) d’une onde M, considérée à l'in- 


LE 
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stant t, correspond, sur l'onde infiniment voisine qui en résulte au bout 
du temps dt, un nouvel élément de contact, qui est donné, aux infiniment 
petits prés du second ordre, par les formules 


Mari PE COPA), 


IL (€ Il 
(13) dp=— | EL + peed) at Ge ORR nee a 


en supposant que les coordonnées x,, ..., Xn} Pas +++) Pn sont les par la 
relation 


(14) PGE or Ae DE, Dale 

6. Si nous supposons, plus généralement, que le systeme des ondes 
dérivées soit donné par l’équation (2) (n° 4), la condition (14) sera 
remplacée par 


(1) HU E-rea, rs Pa) = 0: 


Puis, de l'identité (5) du n° 4, qui peut s’écrire 


Mel 4 On Hes sey i) = 0, 
on déduit, en posant, pour abréger I’écriture, 


w; 


| 
AIS 
| 
~ 
> 


les identités 


7 


OH(¢| z|#) >} OH(t|x2|) , oll 


ot Ey ie (Gee 
v4 
OH(é| | ~) - OH(é|a|) w; OW a 
et —» Te i ak ae Chr a cslse gl?) 
es | 
OH (t|c|w) woH(elz|~) on _ an 
et ere MeN dort) 


DA 


o 
oo 
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Dans l’hypothèse (14) (n° 5), elles se réduisent à 
ON(t|æ|p) _ AH(t| 2] p) 


“1 dt dt 

weep)  HUIEL) (c= alee 
ol(t|x| p)  0H(é| x] p) oe 

Mtg Led US 


wo OH 2] p) 
M =a Pi Op: 
i=1 
Et les équations (12), (13) et (14) du n° 5 seront remplacées par les 


; formules 


: dx; = api in dt 
A TS ou 
Op; 0x; Pi dt J DP ap 


> 


= 


jointes à l’équation (1). 


II. — Les caractéristiques et la détermination des familles d'ondes. 


7. Nous pouvons aborder maintenant le problème général de la 
propagation par les ondes, énoncé au n° | : Connaissant une onde 
origine Ny, donnée à l'instant t,, trouver l’onde M qui en résulte a 
l'instant t. 

Il est naturel de penser que ose déduira de on, en appliquant, une 
infinité de fois, la variation infinitésimale définie par les formules (12), 
(13), (14) du n° 5. C’est ce que nous allons examiner; et nous 
étudierons d’abord si l’application, indéfiniment répétée, de cette 
variation infinitésimale à une multiplicité quelconque dy, prise à l’in- 
stant ¢,, donne bien une multiplicité nouvelle. 

D’après la théorie des équations différentielles ordinaires, l’applica- 
tion indéfiniment répétée de la variation (12), (13), (14) (n° 5) équi- 
vaut à l’emploi de la transformation qui en résulte par intégration. 
Mais, ce système étant surabondant, il faut montrer que cette intégra- 
tion est possible. 
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4x9 


Supposons done intégré le système (12), (13) (n° 5), c’est-à-dire 


oll 


(1) n= ea Giese eee Oe 
oll oll : 
(2) dp; = — (Se + pit) dé (Tes Er) 


L'intégrale générale est de la forme 


(3) pA Ce er Lol Pas cr Pe | te) (Gis GO sm), 
(4) Ee, « eme | Dis. Polo) LE ERA ie le 


Fe 0 ae re 
OU ep. p'isont les:valeurs initiales de z,, …:: 


Pis e++) Pos pour = fy. 
On déduit de plus, de (1) et a 


oll oll 
nn) = Di + PAIE a 
t=! Lt 
_ oll Sao 
= (+ Dee | 
| 
OIL 
="; (1 Wl) di 
Si donc nous posons 
(5) BI Ne A pe eal nn 
alt(¢| AB) 
(6) Er 


C est une fonction de ¢ qui satisfait à l'équation différentielle 


A) as il Co, 


et qui se réduit, pourt=4,, a 


A WGA EE LL, Pr) et: 


Or l'équation (7) a une intégrale et une seule qui se réduit à zéro 
pour ¢=4J,; et cette intégrale est évidemment C==0. Done, si Cy est 


nul, C est nul aussi quel que soit ¢. 
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En d’autres termes, les valeurs (3), (4) vérifient, quel que soit #, 
l'équation (14) du n° 5, c’est-à-dire 


(8) HE 2 Po. pales 


pourvu qu’elles la vérifient pour ¢ — 4. 

On peut encore dire que /a transformation de(x, ...,æ,|p,,..., Pn) 
en (2, +++, Æn| Pry +++) Pn) définie par (3), (4), laisse invariante 
l'équation (8). 

Il est prouvé par là qu'il est possible d’intégrer le système mixte (12), 
(13), (14) du n° 5; et que l’intégrale générale est donnée par les 
formules (3), (4), où xf, ..., 225 Pi, +--+ Pri fo Sont assujettis seule- 
ment a satisfaire a la condition 


(9) Cy CARE A PO ES AE ee 


L'application, indéfiniment répétée, de la variation infinitésimale 
considérée a donc un sens bien précis. 


8. Les formules (3), (4) (n° 7) ont des propriétés d’homogénéité 
qu'il est utile de remarquer. Posons, à cet effet, dans les équations (1), 


(2) (n°7), 


(1) oi A}, Pi mB; (= 2 ashe Ne 


Les équations 
OI 
2 Lo Eh; DO mL 
( ) z Op: ( er) ? ) 
sont encore vérifiées, les seconds membres étant homogènes de degré 
zero par rapport aux p;. Quant aux équations 


oll oll : 
(3) dpi (So +P) de CST Een) 


elles donneront, en tenant compte de l’homogénéité, 


x ALUIAIB) ap 2] ALB) 


dB; ;d = — 
m + B;dm [ a i i 


|a Hesse Os 


ce qui se réduit, en tenant compte de la définition des A; et des B,, et 


Le. 
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de la notation introduite par la formule (6) du n° 7, à l’équation 
unique 


(4) dm = m(1— m) Il, dé. 


Cela posé, soit m, une constante arbitraire, et soit M celle des inté- 
grales de (4) qui se réduit à m, pour { =1,. Les fonctions 


TL; Aj, Pi= MB; iy ee ods Lan) 


constituent la solution du système (1), (2) qui est définie par les 
conditions initiales 


Dit, Pi= MP} CRE Nes Ti: 


Mais cette même solution est aussi donnée par 


ER A PR A PORN A CHa aa 7), 
De BAT en Be ie Ds... Me Py | bo) (CES Peden 


On a donc les identités 


Ree re te | oe pio) = ACE | ao, lp}, .... MPallo)s 


MB,(é|æ°, ..., 29| p®, ..., pS |) =Bi(E| vf, .... ep] mopt. ---) MoPn| fo), 
Pouce f=, 2,-.., n). 
Donc les fonctions A;, ainsi que les rapports des fonctions B;, sont 


x 4 ! \ ) 
homogènes de degré zéro par rapport à Pj, +++ De 


De là résulte qu’on pourra employer les formules (3), (4) (n° 7) 
à la transformation de l'élément de contact (a), ..., æ,|pi,..., Py) en 
l'élément de contact nouveau (x,, ..., Æn pis... Pn), Sans astreindre 
p>, -+-) p, à vérifier la condition (9) (n° 7). 


9. Appliquons donc la transformation définie par les équations 
(1) At 2. œ | Ps a Pn to) (Gian 2 ar 
(2) = OL ete | Pis. Pol 0) oat chou) 


0 0 


Rey ( 0 ? A 
à chacun des éléments de contact (x°, ..., 7) |p}, ..., p,) d’une meme 
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multiplicité ov. Nous allons montrer que les nouveaux éléments de 


contact ainsi obtenus appartiennent à une autre multiplicité. 


Effectivement, æ°, ..., 2°; p’, ..., p, sont, par hypothèse, des fonc- 
tions de (x — 1) variables indépendantes @,, ..., %-15 dont les diffé- 


rentielles totales satisfont à l'identité 


(3) SD pi da? = 0; 


i=1 


et il faut montrer que les fonctions de &,, ..., &,_,, qui s’en déduisent 


par les formules (1), (2), vérifient l'identité analogue 
(4) DRAC 


Or, comme ces fonctions (1), (2) satisfont aux équations 


(5) dæ; _ OÙ dr; _ oll all 4 
dt 7 Opi’ di = @2; NET (Ita aan 
on à 


n 


a>, Pi dx; D. dpi ba + pio a) dp;0x;+ DD Pi de;—Ÿ dP; dx, 


i t=A a | =| 7—1 Jes! 


c’est-à-dire 


Ae c — oll ay 
Fi dy pide = — YG à ee OU kel ye Pi 
T=A1 ts Lt 
ou enfin, réductions faites, 
i DS 
(6) pi dx; + IT, ve Oa 6, 


dt saad 


i=! 4 


où IT, est de nouveau la fonction de ¢ définie par (6) (n° 7). 


On peut alors reprendre, pour la fonction Sp: Ôx;, le raisonnement 


el 
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fait au n° 7 pour la fonction C; et conclure que, puisque sa valeur 
initiale, pour ¢ =1,, est nulle, elle est nulle quel que soit ¢. Et c’est 
ce qu’il fallait établir. 


Donc la transformation (1), (2), où t et t, sont des constantes arbi- 
traires, change toute multiplicité en une multiplicite. C'est, suivant le 
langage de S. Lie, une transformation de contact. 


10. Pour la commodité du langage, nous appellerons trajectoire, ou 
rayon, le lieu des points représenté par les équations 


(1) M it is. Li | Dis ee Pol to) (Peete as D) 


quand ¢ varie seul; ¢,; 2{, ..., 2,3 Py, ..., p, ayant des valeurs con- 
stantes. A chaque point de la trajectoire correspond un instant ¢; et 
nous considérons cette loi de correspondance comme faisant partie 
intégrante de la trajectoire. En d’autres termes, un point d’une trajec- 
toire n’est considéré comme existant qu’à l'instant ¢ qui lui cor- 
respond. 

Il y a, ainsi entendu, 2?’ trajectoires. A chaque instant #, il en 
passe +”! par chaque point de l’espace E,. 

Les trajectoires peuvent être considérées comme servant au trans- 
port des éléments de contact. Par chaque point de la trajectoire (1) 
passe en effet l’élément de contact dont la direction est donnée par les 
formules 


(2) Dire eee D hs. ohn Mo) ILES (ira A Qu). 


La correspondance entre les points d’une trajectoire et les éléments 
de contact qu’ils portent est déjà donnée par les équations différen- 
tielles 
dx; _ OI 


Car, d’aprés les explications du n° 4, ces équations différentielles 
peuvent s’interpréter ainsi : 


Étant donnée une trajectoire, soit (x) le point de cette trajectoire qui 
existe à l’instant t : ce point est, a cet instant, l’origine d’une onde 
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dérivée; et la direction de la trajectoire en (a) est celle qui va de Vori- 
gine (x) au point de contact du plan tangent à l’onde dérivée qui est 
parallèle à l'élément de contact porté par le point (x) de la trajectoire, 
a l'instant t. 

L'ensemble d’une trajectoire et des éléments de contact ainsi portés 
par ses divers points s’appellera une caractéristique. Une caractéris- 
tique est done définie par le système (1), (3), où ¢ seul est variable. 

La construction justifiée au n° 9 peut, avec ce langage nouveau, 
s'énoncer ainsi : 


Étant donnée une multiplicité M, on considère les diverses caractéris- 
tiques qui ont pour éléments, à un même instant t,, les éléments de con- 
tact de M,. L'ensemble des elements de toutes ces caractéristiques, qui 
coexistent a un autre instant t, est une nouvelle multiplicite. 


En d’autres termes, la nouvelle multiplicité résulte du transport simul- 
tané des éléments de la premiere par les trajectoires qui, à l'instant ty, 
portent les éléments de contact de cette premiere multiplicite. 


11. Nous devons maintenant étudier si la famille des multiplicités av’ 
qui sont ainsi issues d’une multiplicité origine M,, considérée à l’in- 
stant ¢,, se confond avec la famille des ondes div issues, dans le mode 
de propagation donné, de l’onde origine %t,, supposée produite à l’in- 
stant £,. 

Nous remarquons d’abord que la famille des multiplicités ov’ (en 
vertu de son mode de construction) et la famille des ondes on (en 
vertu de l'hypothèse du n° 3) jouissent de cette propriété commune 
qu'on passe d'une multiplicité de la famille à la multiplicité infiniment 
voisine (aux infiniment petits près d'ordre supérieur) par la variation 
définie par les formules (32), (tr), (14) ALTOS, 

Ceci prouve, en passant, que notre principe des ondes enveloppes n'im- 
plique pas contradiction. Et de là nous pourrons conclure aussi à l’iden- 
tité des av’ avec les on, en prouvant que la famille des on’ est la seule 
qui satisfasse à cette propriété et contienne, pour 4=4,, la multi- 
plicité donnée dy. 

Pour cela nous allons traduire d’abord analytiquement la propriété 
énoncée pour une famille de multiplicités quelconque, dont l’équation 
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générale pourra être-supposée donnée sous la forme 
(1) (rio) 


Posons, pour abréger l'écriture, 


oF : 
(2) Fe ea 2, ve) 
et 
(3) I(F}|z:, Cale CNONOK P,)= 1. 


Alors, pour un élément de contact de (1), nous pourrons poser 


(4) pr= Py Il (= Tey ts 
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et ces valeurs vérifieront déjà la relation (4) du n° 5. Et il restera 
seulement à exprimer que les différentielles données par les for- 
mules (12) et (13) du n° 5 satisfont aux équations obtenues en diffé- 


rentiant (1) et (4). 


La différentiation de (1) donne, en tenant compte du fait que les 


fee, ON s egy . 0 . 
dérivées — sont homogènes de degré zéro, et aussi de l’équation (1) 


Op: 
elle-méme, 


nr 


dt =), P, dz; Zit typ, Pah AP; 


i=} a 1=1 
Là x 2 
c’est-à-dire 


(5) | I — 1. 


V pes, =YŸ P; ou dt — dt, 


Ce premier résultat permet de simplifier les formules (4), qui 


deviennent 


(6) Dr; MT DES SEN 


En les différentiant à leur tour, on obtient les conditions 


oll ay 282 ool oll 
dP;= — on LA =) dt =— ( P 


Ann. Ec. Norm., (3), XXVI. — SEPTEMBRE 1909. 


ed Bien (SRO AF 
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c’est-à-dire 


or oll BE ne PSTD) AS ale, 
ids (+o Te) dao =n, 
=a 


ou encore 


a RS 
soll OU gy OI OUR (IA eres 
2 OD Ox; Ox; OF Ox; 

Mais elles résultent de (5), en différentiant par rapport a x; 
(HEAR A D) 

Le principe des ondes enveloppes (au sens infinitéstmal sous lequel nous 
l'avons pris) trouve donc son expression analytique dans la condition (5), 
c'est-à-dire dans l'équation aux dérivées partielles 


OF or 
(7) W(F] 2, 6) tn| es vee 2) ser, 


qui n’est autre que l’équation (14) du n° 5, c’est-à-dire 
(8) WC ny oe ee Ps eee 


où l’on considère ¢ comme une fonction de x,, ..., æ, dont p,,...,p, 
sont les dérivées partielles 


dl ; 
(9) a, (CUS Ur): 


ba; 

Ceci nous donne inversement une interprétation de l'équation aux 

dérivées partielles du premier ordre à une fonction inconnue la plus 

générale, car nous avons vu, au n° 4, comment on pouvait ramener à 
la forme canonique (8) l'équation générale de la forme 


(10) Hole ln pes! 


La théorie des caractéristiques, exposée dans les numéros précédents, 
montre comment on peut construire, au moyen de l'intégration du sys- 
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* téme (1), (2) du n°7, c’est-à-dire du système (2) du n° 6, 


(11) di dpi ass dt 
CREER eur el: 
Opi Ox; dt Ÿ pr Ops 


k=1 


ST D rot), 


une solution de l'équation (10), prenant la valeur donnée t, en tous les 
points d’une multiplicité M, arbitrairement choisie. 

Et il nous reste seulement à prouver que cette solution est la seule 
qui satisfasse à cette condition initiale. 


12. Supposons en effet une famille de multiplicités on, 
(1) Ee Seek OG) haat 
satisfaisant à l’équation aux dérivées partielles 
(2) De M 20) Pye By) c=, 
où l’on suppose de nouveau 


OF 
Ox; 


a} i a ae hey 

Par chaque point (a) de l’espace E, passe une multiplicité om; et il lui 
correspond une valeur de ¢ [donnée par (1)]. Ce point est, par suite, 
l’origine d’une onde dérivée déterminée. Prenons le plan tangent 
à cette onde qui est parallèle au plan tangent en (a) à la multiplicité or, 
et joignons-en le point de contact au point (x). 

Nous obtenons ainsi, en chaque point de E,, une direction D; et il 
existe une famille de courbes tangentes, en chacun de leurs points, 
à la direction D correspondante. A chaque point de l’une de ces courbes 
correspond une valeur de /, et un élément de contact porté par ce point, 
à savoir celui de la multiplicité ov de la famille considérée qui passe en 
ce point. Et comme chaque multiplicité on est le lieu des éléments de 
contact, ainsi portés par ces courbes, qui correspondent à une même 
valeur de £, il suffira de prouver que la construction précédente donne 
des caractéristiques, pour avoir montré du même coup que toute 
famille (1), satisfaisant à (2), est fournie par la construction du n° 9. 
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Effectivement, les courbes que nous venons de définir géométrique- 
ment sont des intégrales du système 


oll . i 
i dtp sak PTO oan wt NE 
(4) SP: ( 


t 


car de’ces équations résulte, à cause de 2) 


dF D P,dx;= 1 dt = dt; 


HN 


ce qui entraine l'équation (1), pourvu qu’on assujettisse les données 
initiales æ&°, ..., 7°; 4, à y satisfaire. Et, dès lors, les équations (4) 
expriment (voër n° 10) la propriété des tangentes aux courbes consi- 
dérées qui nous a servi à les définir. 

Pour les éléments de contact que nous faisons correspondre aux 
divers points de ces courbes, nous avons, par définition, 


(5) Pit, (1—1,2,....,n). 
Et il reste à vérifier que ces valeurs satisfont aux équations 


ape oll oll yo : 
(6) Po aig PT AR EE oe Re 


c'est-à-dire qu'on a identiquement, en vertu de (1), (2), (3) et (5), 


oll oll 
ape (Sp) ae (ETES PU PR ee 


ce qui équivaut à 
WP: oll oll ole ! 
2 Der OP; De PEN OMG UE 
k= t 


ou enfin a 


alt oF uw oll OP, 
(7) OF 0x; | oa, DR dia C2 ==, Oy, an) 
| R= 
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à cause des identités 


OP; _ OP, 


ro (= T0... n): 


Or ces identités (7) s’obtiennent en différentiant, par rapport à x; 
(t—1,2,...,n), l'identité (1) qui est vérifiée par hypothèse. 

Il est donc bien établi que toute solution de (1), prenant la valeur t, 
aux divers points d'une multiplicité donnée Ny, s'obtient par la construc- 
tion du n° 9; et que, par suite, il n'existe qu'une solution satis faisant 
à cette condition initiale. 

Et il en résulte, en même temps, que celte construction définit bien 
la propagation de l'onde ,, à partir de l'instant ty. 


13. La transformation du n° 9, qui donne l’onde on, issue de l'onde 
origine 9t,, donnée au temps £,, quand arrive l'instant ¢, opère indivi- 
duellement sur les éléments de contact de t,, pour fournir les élé- 
ments de contact de A; et, pour un élément de contact particulier 
de o,, elle ne dépend que de cet élément, et non de l’onde or, dont il 
fait partie. 

De la résulte que, si l’on imagine deux ondes origines ayant un éle- 
ment de contact commun, les ondes M qui leur correspondent al instant t 
auront aussi un élément de contact commun, qui sera le transformé du 
précédent. 

Comme l’une des ondes ait imaginées peut être réduite à un point, 
il résulte de là que Le principe des ondes enveloppes, que nous avons 
admis pour une variation infiniment petite du temps, et aux infini- 
ment petits près d'ordre supérieur, est rigoureusement vérifié pour une 
variation finie quelconque du temps. 

Et il en résulte immédiatement que si l’on connait les ondes finies 
émises, à partir d’un instant quelconque ¢,, par les divers points du 
milieu, au bout d'un temps quelconque ¢ — 4,, la propagation d’une 
onde origine quelconque est aussi connue, sans intégration. 

Mais on peut obtenir un résultat un peu plus général qui donne les 
propriétés classiques des intégrales completes. 

Supposons en effet que nous connaissions la propagation de +” ondes 
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origines; c’est-à-dire une solution de l'équation aux dérivées partielles 
(1) É= Os ss 20 ee 


contenant n constantes arbitraires essentielles. Pour 4 —t,, les multi- 

se . 2n—1 21: ? . 
plicités (1) contiennent tous les #%-* éléments de contact de l’espace; 
et chacun d’eux peut être défini comme l’élément de contact commun 


à la multiplicité 
(2) Li Ulis Peas ee 


et à celles qui en résultent par les variations infiniment petites des 
constantes @,, ..., @, liées par une relation déterminée de la forme 


mn 


(3) > b:8a=o. 


i= 
Ces conditions donnent, en effet, pour déterminer cet élément, 
les 2n — 1 équations 


OG OG 


(4) OX, rad. pi = Mt EL): 


d’où l’on peut tirer inversement a,,..., a, et les rapports de b,,...,b, 
si l'élément est donné. 

A cet élément correspondra, pour une autre valeur t du temps, celui 
qui est commun aux multiplicités issues des premières, c’est-à-dire 
à la multiplicité (1) et à celles qui en dérivent par les variations des 
constantes définies par la même équation (3). Cet élément transformé 
est donc celui qui satisfait aux équations 

OG OG 


(5) Gar sun bz, Pir 


— (= lh. 2 Sela 
da; Ox; ( 4 ? ) ) 


Ces dernières équations sont donc les équations générales des #°"-" carac- 
téristiques, si l'on y considère a,, ..., a, et les rapports de b,, ..., bp 
comme des constantes arbitraires. 

Enfin toute multiplicité 5r,, donnée comme onde origine à l’in- 
stant4,, est enveloppe de +=" multiplicités (2), définies par une équa- 
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tion de la forme = 
(6) ; Dai, NU) en 


L’onde ov qui en résulte à l'instant ¢ sera l'enveloppe des «”-' multi- 
plicités qui correspondent à celles-là, c’est-à-dire des multiplicités (1) 
satisfaisant à la condition (6). 


14. Examinons comment se modifient les résultats précédents dans 
le cas du régime permanent. 
L’équation générale des ondes dérivées 


(1) His), telle ope) So; 
ou, sous forme canonique, 
(2) MES as | Po Pr), 


ne contient pas le temps. | 
Le système différentiel des caractéristiques se simplifie et devient 


dx; moe dp; Pes dt pe 
2 di | MORE 
Opi Ox; 2 Phone 
c= 
ou, sous forme canonique, 
dx; _ onl dp; _ OI a 
(4) ew pr Ter Gas Ce OP 


Dans ce dernier, les seconds membres ne dépendent pas de ¢; et son 
intégrale générale est de la forme 


3) eo (h be (Oey any Ue Pis >> Prd (LMD sert), 


(6) Pix Voilt — fo | FY, -- +1 Pn | Pis +++) Pa) Che On 2.1) 


Il en résulte que la construction qui donne l'onde on, émise, au bout 
du temps (4—1t,), par une onde origine 2,, ne dépend que de cet 
intervalle de temps, et non de l'instant 4, où cette onde origine appa- 
rait. C'est ce que nous avions annoncé au n° 2. 
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On voit aussi qu’à une même trajectoire correspond ici une infinité 
de modes de distribution des temps ¢ entre ses divers points. À un 
même pointpeuvent correspondre toutes les valeurs dez; mais la diffé- 
rence des valeurs de ¢ qui correspondent à deux des points est entiés 
rement déterminée. 

Si l’on fait abstraction de la correspondance entre les points d’une 
trajectoire (ou les éléments de contact qui forment une caractéristique) 
et le temps, il n’y a plus ici que +?** trajectoires (ou caractéris- 
tiques ). 

Quel que soit l'instant auquel part un élément de contact de l’espace, 
il est toujours transporté par la même trajectoire, et prend la même 
position nouvelle au bout d’un intervalle de temps donné. 

On peut encore dire que la fanulle des transformations de contact 
définies au n° 9, qui donnent la loi de la propagation, et qui, dans le cas 
général dépend des deux constantes ¢ et ¢,, ne depend plus, dans le cas 
du régime permanent, que de la constante (t — t,), et Jorme alors un 
groupe à un paramètre. 


III. — Propriétés des trajectoires. 


15. On peut obtenir un système différentiel définissant les trajec- 
toires, indépendamment des éléments de contact qu’elles transportent. 
Il faut pour cela éliminer p,, ..., p, des équations (12), (13), (14) du 
n° 5, c’est-à-dire 


parait at 
(1) = =D) 
2100 ONL all Li 
(2) . P: Pr oer CU SET 8, 2 0) 
(3) LUNA POP Sal Pisce Pe ee 
n désignant les dérivées —, “ par a! et p’ 
€ ‘SISNant Les derivees prairie x; Cl D;. 


Pour effectuer cette élimination, nous introduisons l'équation géné- 
rale des ondes dérivées, sous forme ponctuelle, en reprenant les 
notations du n° 4. En raisonnant comme on l’a fait pour l'équation 
tangentielle, ear ce n° 4, on voit que l’équation ponctuelle peut ètre 
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prise sous la forme canonique 
(4) AE Ne Cale à cx Cn) 1; 


où QO est homogène, de degré 1, en Ë,, ..., £,. 
Le plan tangent en un point a pour équation, à cause de cette 
homogénéité, 


(5) el — 95 


de sorte qu’on a, pour les coordonnées de ce plan, définies comme au 
n° 4, les formules 


(6) Fe” (Et: 2%. 72.) 


de même qu’on avait, pour les coordonnées du point de contact, 


(7) j= AS) Ue hee ae ELA ER 


On remarquera encore que (4) résulte de l’élimination des rapports 
de u; entre les équations (7), de même que 


(8) WCities ER. 


résulterait de l’élimination des rapports des ; entre les équations (6). 
Une nappe de l’onde, représentée simultanément par les équations 
canoniques (4) et (8), n’a qu'un point sur chaque droite issue de (a), 
de même qu’elle n’a qu’un plan tangent parallèle à un plan donné : 
cela dans des limites convenables, bien entendu. 
Cela posé, on voit que les équations (1) et (3) auront, pour système 
équivalent, les équations 


(9) OG cer eee ae es ee, ) == I 
et 

— dQ(é|z| z") a 
(10) Ro UE en AE LUE 


: ' ‘ All 
Pour transformer les équations (2), il faut encore calculer les — 
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| 2 i 
7 | | a 
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À el mire aire 


ae: Nous remarquons a cet effet que, de l'identité 
ON II 

Ges sie = Xn Cr one -)= 1, 

on tire, par différentiation, en tenant compte de (1), 
00 ~~ 02 ell 

D Dar Ip a =” . 

_ = à 

c'est-à-dire, à cause de (10), 


2 wu IF _ 
Ot Bm Pk OPk at == D; 
r=14 


d , 5 4, 1 x 
ou enfin, étant homogène, de degré 1, enp,,..., Pn; 


x 


02 ot _ 
(11) APPLE TS D : 


On trouverait de méme 


AQ oll — 


(2) : de ae (Na; be 

Les équations (2) deviennent donc fic hin ined 
at on | 

(13) OT eg oh: 


dt ~ Ot 0a, 0x; 


et les trajectoires sont définies par le système (9),:( 13). 
Ce systeme est surabondant; mais on peut le simplifier. Nous avons, 
en effet, vu l’homogénéité de Q, 
OQ(t|x|z')  AQ(t|x|dx) 


(t=1, 2, A), 


GQ(t|\ ala’). dQ(t)a|dxy*s 
Qu gg eT, ee ee 


Q(t] cla") AQ(t|x|day~1 
at ot dé 


ESSAI SUR LA PROPAGATION PAR ONDES. 435 


Et nous écrirons le système (13), en posant dorénavant 
(14) ‘ Dae rl OL, ei En), 
sous la forme 


AQ 0Q AQ AQ 
115 LES. vu PNR ses Ye 
ey ros on UE nn) 
Multiplions ces équations par dx; (i = 1, 2,..., 7) et ajoutons. Cela 
donne 


13e arte reo 1000 
Fae fe ty nd dr — 
> 0 dx, ga: pe ae Sn MAIR ad PETES 


ch nt di 21 
c’est-à-dire, en simplifiant, 


02 
(16) : OE (dt —Q)=o0. 


Donc, si l’on est en régime variable, l’équation (9) est une consé- 
quence des équations (13), ou (15). Si l’on est en régime permanent, 
les équations (15) se réduisent ’(m—1), et ne contiennent pas le 
temps. 

En d’autres termes : En régime variable, les trajectoires sont définies 
par le système ( 19), ausst bien quant a leur forme que quant à la loi 
suivant laquelle elles sont décrites. 

En régime permanent, la forme des trajectoires est définie par le 
système 


AQ AQ ; 
{17) Tn TL END Cr eue) 


qui se réduit à n — 1 équations indépendantes; et la loi suivant laquelle 
elles sont décrites est donnée par l ‘équation 


(18) dt Q(t| zy, 52a | 421, ---1 d2,), 
qui ne contient pas alors ¢ explicitement. 


Dans le cas du régime variable, cette équation (18) a toujours lieu, 
mais est une conséquence des équations (15). 
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Enfin, les formules qui donnent l'élément de contact qu'il faut 
associer à chaque point d’une trajectoire pour en faire une caractéris- 
tique sont les formules (10), c'est-à-dire 


0Q 
(19) PSS 


i 


Ces formules traduisent toujours la loi de correspondance entre la 
direction de la trajectoire et la direction de l’élément qui a été énoncée 
au n° 10. 


16. Restons dorénavant dans le cas du régime variable, et dési- 
gnons par le mot rayon une trajectoire dont on ne considère que la 
forme, c’est-à-dire pour laquelle on fait abstraction de la loi de corres- 
pondance entre les points de la trajectoire et les valeurs de ¢ qui leur 
correspondent. 

Si l’on se donne un rayon, on en peut déduire, sans intégration, la 
caractéristique correspondante. 

En effet les équations (15) du n° 15, où l’on remplacera dé par sa 
valeur (18) (n° 15), donnent alors ¢ explicitement. Et alors l’élément 
de contact associé à chaque point résulte, suivant la loi connue (n° 10), 
de la direction de la trajectoire en ce point. 

Cela posé, Imaginons une famille de «”~' rayons; et, par la mé- 
thode qui vient d’être donnée, transformons-les en caractéristiques. 
S'il arrive que les "7" éléments de contact qui, sur ces rayons, cor- 
respondent alors à une même valeur de ¢, appartiennent à une même 
multiplicité, nous dirons que la famille de rayons considérée est con- 
Juguée à cette multiplicité. 

Alors, les résultats du n° 9 peuvent s’énoncer : Si une famille de 
2"! rayons est conjuguée à une multiplicité, elle est conjuguée a! mul- 
uplicités. 

A une telle famille de rayons correspond, d’après le n° 11, une inté- 
grale de l'équation aux dérivées partielles 


(1) Hitler oy ol Pans Pee 


Kt la réciproque est vraie, d’aprés le n° 12. 
On peut donc considérer une intégrale de cette équation, c’est-a- 
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dire une famille d'ondes obtenues par propagation successive de l’une 
d’entre elles, comme une famille de »' multiplicités conjuguées à une 
famille de oo”! rayons. 

Et si nous remarquons que les valeurs de # associées aux divers 
points d’un même rayon sont aussi définies par l'équation 


(2) ie SAE [Lage Cal dti. AL), 


dès qu’on se donne la valeur ¢, qui correspond à un point particulier, 
nous pourrons énoncer le théorème suivant, qui est la généralisation 
des théorèmes classiques de Thomson et Tait : 


Lorsqu'une famille de -' multiplicités est conjuguée a une famille 
de x" rayons, l'intégrale de l'équation différentielle (2), prise le long 
de l’un quelconque des rayons, entre deux quelconques des multiplicites, 
prend la méme valeur, quel que soit le rayon, en arrivant à la deuxième 
multiplicité, si on lui a donné comme valeur initiale, au départ de la 
première multiplicité, la valeur t, de t qui correspond à cette multiplicité. 


17. L'intégrale de l'équation 
(1) dt =Q(t|\ a4, .,ænldz,..., dx), 


prise le long d’un are de courbe quelconque (C), allant d’un point (æ°) 
à un point (a), en partant de la valeur 4, au point origine (æx°), est 
le temps que mettrait un ébranlement produit en (x°) à l'instant t, pour 
se propager jusqu’en (x) le long de (C). 

Il faut comprendre par là que l’on considère (C) comme un tube de 
diamètre infiniment petit, dont les parois n’exercent sur l’ébranlement 
ni réflexion ni frottement. 

Dans ces conditions, en effet, l'ébranlement se propage par ondes 
élémentaires successives, ayant pour origines les points de MECS 
l’ébranlement est arrivé en (a) à l'instant ¢, à l'instant ¢+ di, il 
aura atteint, aux infiniment petits près d'ordre supérieur, le point 
(a, + das, ..., %n + drn) qui est infiniment voisin de (æ) sur la 
courbe, et qui est aussi sur l’onde élémentaire ayant (æ) pour origine 
à l’instant £. 

Or, c’est précisément ce qu’exprime l'équation (1); car, l'équation 
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de l’onde dérivée étant 


- 


(2) QE] ey, +. Ta frs ++. be) 1 


[quand (æ) est pris pour origine des coordonnées |, l’équation de l’onde 
élémentaire est 


E 
O(t|e., 1p Qi t=, 
ou 


(59 SUC) ef Oe ea ue AN ee; 


et l’équation (1) exprime bien que le point de coordonnées (dx, ...dx,) 
appartient à cette onde. 

Cette durée de propagation peut aussi se définir, à cause de l'homo- 
généité de Q, par la formule 


(4) dt=S pidri, 


t= 


à condition que p,, ..., p, soient définis, en chaque point de la 
courbe (C), par les formules 


dQ : 
(5) PLE ye (E—1,2,...,n); 


ou, ce qui revient au même, par l’ensemble des équations 


oll 
6 Cl = D | ses 
(6) Xj Oop, (iris) 
et de l’équation 
(7°) LICE ieee es ee | Pine ie) eae 


Ce dernier résultat pourrait s’obtenir directement en remarquant 
que, le long de (C), l’ébranlement doit se propager par une suite 
d’ares de trajectoires infiniment petits, tracés d’un point de (C) au 
point infiniment voisin. L’un quelconque de ces arcs de trajectoires, 
ayant (x) pour origine, a pour composantes dx,, ..., dæ,;etil aboutit 
au point de l'onde élémentaire [ayant (x) pour origine à l'instant ¢] 
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qui est le point de contact d’un certain plan tangent à cette onde : c’est 
ce qu’expriment les équations (4), (6), (7). 

Nous admettons ici qu’il y a un are de trajectoire joignant un point 
quelconque (a) à un point infiniment voisin quelconque, à un instant z 
quelconque ; mais cela résulte de la forme des équations (15) (n° 15). 

En effet, ces équations sont du premier degré en d°x,, …, d?x,. Leur 
déterminant est nul, car c’est le hessien de Q par rapport à dx,, …, dx, ; 
et ce hessien est nul, à cause des identités 


= 0e | 
D Sad des t=? (¢=1,2,...,2), 


k= 
qui expriment que les dérivées 


AQ 


Jde M NT TE 723) 


sont homogènes de degré zéro. Mais les mineurs du hessien ne sont 
pas tous nuls, sans quoi les équations (5) entraineraient plus d’une 
relation entre p,,..., p,, et les ondes dérivées n'auraient pas +7 
plans tangents. 

D'autre part, si l’on introduit l'équation (1), ces équations en 
d'æ,, ..., dx, se réduisent, d'après ce qu'on a vu au n° 15, à 2 — 1. 
Et, les mineurs du hessien n’étant pas tous nuls, on pourra tirer n — 1 
des différentielles secondes en fonction de la ni", qui pourra être 
supposée nulle. 


On a insi, par exemple, les dérivées og Pre 
n aura ains P : S) ey Few à 
ne Los? Ax, (dxrr) (dtp)? 


exprimées en fonction de 7; 2, ..., 3 ou. vies oe. Ce qui établit 
le fait en question. 

Ce méme fait résulte aussi de ce que, la direction d’une trajectoire 
étant donnée en un point initial, 4 un instant initial donné, l’élément 
de contact initial de la caractéristique correspondante est déterminé 
(n° 10). La caractéristique est par suite déterminée, d’après la forme 
du système différentiel définissant les caractéristiques, et il en est de 


même de ja trajectoire. 


18. La durée de la propagation d’un ébranlement le long d’une 
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courbe (C), que nous venons de definir, peut être considérée comme 
répondant à une propriété de maximum. 
Reprenons, en effet, l’équation différentielle 


(1) dt > Pi dæ;, 
T—1 


en supposant que Ps, ..., Ph sont des fonctions de z,, ..., @, et de ¢, 
assujettis seulement à vérifier l'équation 


(2) REA RE NS Papen Pe ae 


Et intégrons l’équation (1) le long de (C), en prenant pour valeur 
initiale une valeur ¢, donnée. A chaque choix des fonctions p,, ..., pr 
correspond une valeur de l’intégrale de (1), à l’extrémité de l’are de 
courbe (C); et nous demandons comment il faut choisir p,, ...,pa 
pour que cette valeur de l’intégrale soit un maximum. 

Le long de(C), x,,..., x, sont des fonctions données d’une variable 
indépendante w; et p,...., p, sont des fonctions de x et de #, qu'il 
s’agit de déterminer. Nous avons à écrire que, dans ces conditions, la 
variation de la valeur de l'intégrale est nulle. Or on aurait, pour la 
déterminer, puisque les variations des x; sont nulles, l'équation diffé- 
rentielle 


UN Ne 
(3) dôt= » op; da;; 


t=1 


N ‘ C3 4 ss 5 a0 
et les op; sont assujettis seulement à l’équation de condition 


n 
oll dll 
@ =~ Ot + Yi —— spi=o. 
) Ot ony P 
EX | 
La propriété devant avoir lieu, quelle que soit l'extrémité de l’are 
de courbe choisi sur (C), nous trouvons comme condition nécessaire 
que 
mn 
D Op; dx; 


ad 
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tes 
pol 


doit s’annuler sous la seule condition 


(9) 


(6) dx;= p — PR Di se aie 


En tenant compte de (1), on trouve, remarquons-le en passant, 


: ar DE 
c’est-à-dire 
do; _ ol 


oi V7 Op: 


Ch = dns ee 


Le maximum de l’intégrale considérée ne peut donc avoir lieu que 
lorsque cette intégrale représente la durée de la propagation, le long 
de (C), d’un ébranlement produit à l’origine de la courbe, au temps @,. 

19. On peut interpréter géométriquement la relation qui existe 
entre un déplacement infinitésimal sur (C) et la différentielle corres- 
pondante de la fonction ¢ considérée au numero précédent. 

En effet, l'équation 


(1) dt => pda: 


Daal 


exprime que le point (2, + dx,, ..,%, + dx,) de la courbe (C) se 
trouve sur le plan tangent à l'onde élémentaire d'origine (x), dont les 
coordonnées sont p,, ...,p,. Dans le cas où ¢ est la durée de la pro- 
pagation, le point (x + dx) se trouve au point de contact même de ce 
plan. 

Cette remarque permet de voir qu’ y a un cas où la durée de la pro- 
pagation constitue bien un maximum pour l'intégrale t. C'est celu où 
l'onde élémentaire est constamment concave vers son origine, cas qui 
présente une importance toute spéciale pour les applications. 

Supposons en effet, dans ce cas, que pi, ..., Pn aient des valeurs 
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suffisamment voisines des valeurs 


dQ 


(2) PES (Cr, 2), 


qui correspondent au cas de la variation nulle. Sur la tangente à (C) 
au point (a), on rencontrera, en partant de (x), d’abord le point d’in- 
tersection de la tangente avec l’onde élémentaire d'origine (x), puis 
le point d’intersection de cette tangente avec le plan tangent, de 
coordonnées (p,,...,p,). Done à une même valeur positive de dé 
correspondra une valeur de du (qu’on peut supposer positive) plus 
petite pour le cas de la variation nulle que pour le cas voisin. 

Donc, pour une même valeur de uw, et une même valeur de ¢, la 


i ei 


Poa at CRE 
dérivée — est plus grande pour le cas de la variation nulle que pour le 
LLé 


d 
cas Voisin. 

Cela posé, réservons la lettre ¢ pour le cas de la variation nulle: et 
employons la lettre 9 pour le cas voisin. Les fonctions £ et 4 sont les 
intégrales de deux équations différentielles : 


d 

(3) = f(hu), 
dd 

(4) Fa — {8 u), 


qui prennent la même valeur ¢,, pour la valeur initiale wu, de w; et l’on 
a, quels que soient ¢ et u, dans les intervalles où nous opérons, l’iné- 
galité 


(5) TE) o tem) 


Je dis qu'il en faut conclure que la différence (4 — 9) est positive tout 
le long de (C), en limitant convenablement, s’il y a lieu, l’are de (C) 
que peut décrire le point (x). 

Je supposerai, pour cela, que la courbe (C) est une courbe analytique. 
Alors les fonctions p,,..., p, qui sont données par les formules (2) 
sont analytiques aussi, Q étant supposée une fonction analytique de 
ses arguments. Et nous supposerons encore queles fonctions p,,..., Pas 
voisines des fonctions (2), soient analytiques également. Alors / et sont 
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elles-mêmes des fonctions analytiques de u, ainsi que (¢— 9) 
d(t— 0 Sr: 

et ee On devra se limiter, sur(C), à un are tel que la fonction ¢ 


n’y ait aucun point singulier; et l’on peut supposer qu'il en est de 
même pour 9. Soit (u,, u,) l'intervalle de variation de uw correspondant 
d(t— 6) 
— 
donc holomorphes. Pour u=u,, t—0—1, et (¢— 0) est nul; en 


d(t— 0) 
du 
commence donc par être positive; et elle ne pourra cesser de l'être 


qu’en s’annulant. Je dis qu’il est impossible qu'elle s’annule. Sup- 
posons en effet qu’elle s’annule : ses zéros étant isolés, soit wu’ le 
premier qui se rencontre. Dans un intervalle de la forme (u’—«, w’) 
la dérivée serait de signe constant, car ses zéros sont aussi isolés; et 
comme la fonction passe, dans cet intervalle (w’ — <, wu’), d’une valeur 
positive à la valeur zéro, la dérivée y serait constamment négative; et, 
par suite, cette dérivée ne serait pas positive pour u = wv’. Orcelaesten 
contradiction avec l'hypothèse (5), puisque, pour u = w’, onal = ), de 


l(t — 0) 


a 
sorte que —7 


à ces dernières hypothèses. Dans cet intervalle, (¢ — 9) et sont 


méme temps est positif, en vertu de (5). La fonction (¢ — 9) 


est alors égal a 
Be. u') LE g(t, u'), 


qui est positif d’après (5). 

Donc la fonction (4 — 0) est nécessairement positive sur tout l'arc 
de la courbe (C) considéré; et la durée de la propagation le long de (C) 
constitue bien un maximum pour l'intégrale £. 


20. Revenons maintenant aux trajectoires. Nous allons voir que /es 
trajectoires issues d’un point (æ°), a Vinstant t,, sont les courbes le long 
desquelles un ébranlement, produit en (x°), au temps t,, se propage le 
plus rapidement. 

Pour le démontrer, reprenons, par exemple, les équations 


(1) pg a ii Tne yf) 
Pi 
et 


(2) W(t | 21, 2-6, %n| Pas +++) Pn) =!) 
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qui peuvent être considérées comme définissant la durée de la propa- 


gation d'un ébranlement le long d’une courbe (C), allant de (x,) 
en (æ). De ces équations résulte la formule, déjà employée, 


4 Tt 
(3) di=S pidr,. 
DE 
Ce sont ici les fonctions x,, ..., æ, de la variable u, que nous avons à 
faire varier; au contraire p,,..., p, sont connus, quand les fonctions 
Zi, +++, sont données. 
Nous avons, pour caleuler la variation ¢¢, la formule 


(4) dot > dpidx;+ > pid 0x, 

tat t=1 
d’où il faudra éliminer les ép,, en tenant compte de (1) et (2). Or, à 
cause de (1), l'équation (4) s'écrit 


dot => Do de +> Pid 02x; ; 


i= t= 
et l’on tire de (2), en prenant les variations des deux membres, 


a. vol LE 
A+ D ordi D Fp, P= 0: 


t=1 1=1 


Il reste donc la formule 


n 


< : JL oll 
ddst= WN p;ddxz,—S 5e, 5 
co P a Xi = Ox; OT ; dt OL ol dt, 


bal DA 


que nous mettons sous la forme 


x 
Q 
A SS 
= 
| 

aa 
SS 
© 
S 
NES 
+ 
e|2 
GE 
LT 
= 
| 
LA: 
> 
Qs 
8 
See 
= 


ES 
ME 
Q7 
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Nous l’écrirons plus-simplement 


dA 
6 Vie à = 
(6) =p eee 
en posant 
(7) A=d¢—) pidz,, 
i=1 
oll 
(8) A= > 
SUCRE URL ee 
(9) b ie ‘oe one 


al 


La courbe (C) est supposée varier de manière que ses extrémités 
demeurent fixes; les 6x; sont done nuls a l’origine et à l’extrémité 
de (GC), et A se réduit alors az. De plus 24 est nul à l’origine. Donc A 
est celle des intégrales de (6) qui se réduit à zéro pour 4 — 4, ; et nous 
avons à écrire qu’elle est nulle, quel que soit le choix des 6a,, quand 
on arrive à la valeur finale de ¢. Or A est donné par la formule 


t t 
— Adt af Adt 
(10) eek il ee dt. 
ty 


On voit donc que A ne peut être nul siB n’est pas identiquement nul (par 
a \ at 

rapport à ox,, ..., 0%,); car, sans cela, on peut choisir éx,, ..., dx, de 

manière que B soit constamment positif dans l’intervalle d’intégration. 


: Il ; 
Ce raisonnement suppose que A = ze reste fini sur (C). Sous cette 


hypothèse, nous concluons done que la variation de l'intégrale ¢ ne 
peut être nulle que sous les conditions 


oll oll 
(Gay) ME + pi ) al 


Et ce sont précisémentles équations qu’il faut adjoindre aux équations 
(1) et (2) pour définir les caractéristiques; et, par conséquent, les 
trajectoires seules peuvent répondre au problème du minimum de 
durée dans la propagation. 


21. Les calculs précédents donnent aussi une interprétation de 
l'élément de contact associé à une trajectoire, en chacun de ses points. 
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Car la condition pour que la variation ¢¢ reste nulle, lorsque l’origine 
(a,) seule de (C) reste fixe, est que l'extrémité (x), dans son dépla- 
cement, satisfasse à la condition 


(1) YY Pot 0. 


1=1 


L’ element (a | p), associé au point (a) d'une trajectoire, pour l'instant t 
correspondant à ce point, est celut sur lequel doit se déplacer le point (x) 
de la trajectoire pour que la durée de la propagation d'un ébranlement, 
le long de cette trajectoire, entre le point fixe (x°) d’où l’ébranlement 
part à l'instant t, et le point variable (x), att une variation nulle. 

Cela revient à dire que l'élément (x|p) est un élément de contact 
de l’onde issue de (x°), à partir de l'instant /,, quand arrive l'instant s. 
Ce qui est conforme aux résultats obtenus dans la construction des 
familles d'ondes. 

Remarquons encore qu’on aurait pu calculer la variation de 4, dans 
les conditions du n° 20, en partant de la formule 


(2) BEESON ia er CEE PAU ER E 


On aurait alors 


0Q — 2 dQ 
1 — N N N 
dot 5 ot De. 02; Daan, 78% 
pt i=1 
d’où 
* à : 0Q dQ a AQ N 
(3) di dt — da = 2 (a parr OX; 
T1) : = 


0 dx; dt Oda; Ox; 


W (02. 02 02 — 0), 
> ( a 


i=1 
Et un raisonnement semblable à celui que nous avons fait au n° 20, 
sur l’équation (5) (n° 20), montrera que la condition ¢¢ = o oblige a 
annuler identiquement le second membre de (3); ce qui donne, pour 
conditions nécessaires du minimum, les équations 


/ dQ 02 JQ dQ 


(4) ele pee oe Ga a (Ro te) 


c'est-à-dire qu’on retrouve bien le système (15) du n° 15. 


4 


y 
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Et un raisonnement semblable a celui du début du paragraphe 
actuel donne, pour l’élément de contact associé au point (a) de la 
trajectoire, la condition 
Ke) 0 dx; 


TA 


On = O, 


c’est-à-dire redonne les formules (19) du n° 45 : 


A&2 ; 
(6) re Pres tuée pale 


22. Il nous reste à montrer que les conditions trouvées suffisent pour 
qu'on ail vraiment un minimum, st l’on suppose, comme au n° 19, gue 
l’onde élémentaire est concave vers son origine. 

Cela tient à une relation remarquable entre le problème actuel et le 
problème traité aux n® 18, 19. 

Soit (T) une trajectoire, issue de (æ°) à l'instant 4,3; soit (æ) Pun 
quelconque de ses points; et soit 0 instant qui correspond à (æ) sur 
la trajectoire. Soit (C) une courbe voisine de (T), allant aussi de (2°) 
à (x); et soit cle temps que mettrait l’ébranlement, produit en (a°) à 
l'instant ¢,, à se propager jusqu’en (x) le long de (C). Il s’agit de 
prouver que la différence (4 — 9) est positive, si (C) est suffisamment 
voisine de (T). 

Considérons à cet effet l'élément (x°|p°) associé à T en son point 
de départ (x°), et concevons une onde origine dv, ayant cet élément 
(æ°|p°) pour l’un de ses éléments de contact, et que nous suppose- 
rons produite à l'instant ¢,. Dans la propagation de cette onde, l’élé- 
ment (x°|p°) va suivre la trajectoire; et, de l'instant ¢, à l'instant 4, 
l’onde passera successivement par tous les points de l’arc de trajec- 
toire considéré. 

Nous admettrons que l’on puisse choisir 91) de manière que, dans 
les mêmes conditions, l’onde passe aussi successivement par tous les 
points de l’arc de comparaison (Gy: 

Soit alors 
ep) Pris dr) 


l'équation générale (voir n° AL et suivants) de la famille d’ondes con- 
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sidérée. En chaque point de (T) nous avons (voir n° 12) 


(2 pee (i NOTES ANRT À 
) Pi= OX; 1 1 

de sorte que la formule 

Cn dt =) pide 


= 1 


qui donne la durée de la propagation le long de (T), est équivalente à 


(4) de =) du dr. 

t= 1 
Cette formule donnera donc la même valeur 0 pour la durée de la pro- 
pagation de (æ°) en (x) le long de (T), qu’on l’intègre le long de (T) 
ou le long de (C). 

Donc 9 est la valeur de l'intégrale de l'équation différentielle (3), 
prise le long de (C), dans les mêmes conditions qu’au n° 19, lorsque 
Piy+++yPx ont les valeurs (2). Et ¢ est la valeur de cette intégrale, 
quand on intègre le long de la même courbe (C), avec les valeurs 
de p,,..., Pn données par les formules 


; 09 
(5) Pi a Ae: (MR N Sea ie 


Enfin, les valeurs (5) et les valeurs (2) sont aussi voisines qu’on veut, 
car elles se réduisent les unes aux autres, quand (C) coincide avec (T); 
et (C) est aussi voisine de (T) qu’on veut. 

On se trouve donc, pour ¢ et 9, exactement dans les conditions 
du n°19; et l’on doit conclure que (4 — 9) est positif. C’est précisément 
ce qu’il fallait établir. 

On voit done bien que l'existence d'un maximum pour le problème 
du n° 18 et l'existence d'un minimum pour le problème du n° 20, ou 
inversement, sont corrélatives. 


C'est la relation entre ces deux problèmes que nous avions annoncée. 
Lyon, le 15 novembre 1908. 


— re 0 GG —— 


SUR CERTAINS SYSTÈMES 


D'ÉQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES: 


Par M. Gaston DARBOUX. 


1. Les systèmes d’équations linéaires dont je veux développer les 
propriétés sont analogues a celui qui se présente dans la théorie du 
mouvement relatif. On sait que, si un solide invariable se meut dans 
l’espace et si l’on connaît, à chaque instant 2, les composantes p, g, r 
de la relation instantanée, relatives aux axes d’un trièdre invariable- 
ment lié à ce système mobile, la détermination de sa position absolue 
dépend de l'intégration du système linéaire à trois inconnues 


da db de 
(1) Bp ALE ape dee i ee 


qui admet l'intégrale quadratique à coefficients constants 
(2) a+ b?+ c?= const. 


Les systèmes que je veux considérer sont ceux qu'on rencontre dans 
l’étude des questions analogues relatives à un nombre quelconque de 
dimensions. Ils se présentent sous la forme 


k=n 


dx; 
(3) ae > PikTk; 


k=4 


où les indices z et & peuvent prendre les valeurs 1, 2, ..., 7, et où les 
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quantités p;, satisfont aux deux conditions 
(4) Pi = 9, Pik + Pri= 0. 


Ils admettent, eux aussi, l'intégrale quadratique 


(5) ye oP = const, 


de sorte que toute solution particuliére définie par les formules 


Lis 2X; 


conduira à l’intégrale linéaire 


> Oy B= COUSLs 


Indépendamment de leur intérét cinématique, les systemes (3) 
méritent, au point de vue analytique, une étude approfondie. On peut 
leur appliquer une remarque que j’ai déjà faite pour le cas de trois va- 
riables et montrer que tout systeme linéaire homogene admettant une 
intégrale quadratique, à coefficients constants ou variables, peut se 
ramener à la forme (3). Par suite, si l’on considère un système linéaire 
quelconque 


dx; 


(6) a = AikXk CU Ss Weta, NET 
k 


et si on lui associe le système que j’al appelé adjoint (Comptes rendus, 


t. XC) 
du; 
(7) — =—»> Ari lhs 
Z 
l’ensemble des systèmes (6) et (7) admet l'intégrale quadratique 
(8) D: U;0; = COnSt. 


et peut, par suite, étre ramené a la forme (3). 

M. E. Goursat, dans deux Notes insérées aux Comptes rendus 
(t. CVI, 16 janvier 1888, p. 187, et t. CXLVIII, 8 mars 1909, p. 612), 
M. John Eiesland, dans un Mémoire inséré à l'American Journal of 
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Mathematics (t. XX, p. 245), et M. Ernesto Laura, dans deux Notes 
insérées en 1907 et 1908 aux Atti della R. Accademia delle Scienze di 
Torino (16 juin 1907 et 12 janvier 1908), se sont occupés du cas parti- 
culier du système (3), où n est égal à 4; et ils ont obtenu ce beau 
résultat, qui peut être considéré comme la généralisation de ce que 
l'on sait pour n égal à 3, que l'intégration du système peut s'effectuer 
par le moyen de deux équations de Riccati. Je me propose d’établir ce 
théorème par des méthodes qui peuvent s’étendre, dans une certaine 
mesure, aux Cas généraux. 
Considérons donc le système 


(9) pi D ce oii), 
k= 

où l’on a encore 

(ro) Pi Pix t+Pri=O, 


et qui admet l'intégrale quadratique 


(11) >) a? = const. 

La voie que je vais suivre repose sur la considération des solutions 
pour lesquelles la constante du second membre est nulle, c'est-à-dire 
pour lesquelles on a 


(12) e+ 02+ Li +æi=o. 


Ces solutions ont été déjà considérées par M. Eiesland, mais peut- 
être ne leur a-t-il pas attribué la place qu’elles méritent dans la 
théorie. 

La solution la plus générale de l'équation (12) peut être obtenue en 
posant 

ela, = AO, Ts+ it, = — Bo, 
ue) X,— ta = V0, Ly— AR, = ay, 

a, B, à, y étant de nouvelles inconnues auxiliaires, qui ne sont même 
pas pleinement déterminées; car il est évidemment permis, sans 
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changer les valeurs des «;, d’effectuer la substitution 
rene CP Senta les 
(14) a ’ h 2 ’ NM h 


où À est une fonction qu’on pourra choisir arbitrairement. Nous ferons 
plus loin usage de cette remarque. 
On tire des équations (13) les valeurs suivantes des 2; : 


(15) 22%, = af + yd, 243 — ay — Bd, 
22_,—=1(yd — af), 2x, —=1i(axy + Bd). 

Pour avoir les équations différentielles auxquelles satisfont «, 6, 
y, à, différentions les équations (13) et remplacons les dérivées des a 
par leurs valeurs. La première, par exemple, nous donnera le résultat 
suivant : 
© E ae = 8 Pis+ L(ps+ IP23) — { Cu ps) | 


AN 


+B da a Ô : Oo Ye = 
im Wp gt his eh Pi Pale Apa Par) =0- 


En introduisant une inconnue auxiliaire A, on peut remplacer cette 
équation guadratique par le système de deux équations dinéaires 


da : , 
er = — La( Pia + À) + O[— prs — Por + É( Pis — Pos) |, 


dB | 
2 = ÉB(Par— à) +yl Pis — Part épis + Pas) ]- 


Différentions les autres équations (13), en tenant compte des deux 
équations précédentes. Si, pour plus de symétrie, on pose 


(16) AB — Pa 
. 9 . . , . . 
et si l’on introduit, pour abréger, les notations suivantes : 


(17) Pi + Psi = Go, P13 + Par = As, Pix + Pos — ay, 
Pi2— Par = Or, Pis— Pari = 53, Pis — Pers = bi, 
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on sera conduit au système suivant : 


d 
2 =— la(p+ b,)+Ô(—a;+1b,), 
(1 8) 13 
re a(a3+ tb,) — id(u — bz), 
d : : 
| 255 = Bua) +7(b+ iar), 
(18') 


7 = b(— b;+ia)+iy(a+ pK), 


qui se décompose en deux systèmes linéaires a deux inconnues seulement. 
Ces deux systèmes sont absolument indépendants. 

Si l’on effectue sur les variables «, 8, y, à la substitution (14), il 
faut effectuer de même sur y la substitution 


(19) Me as 


u pourra donc étre choisie arbitrairement. Comme on sait que les sys- 
tèmes linéaires de la forme 


Bea n hae DE 
D = MEN; eat 4? 


pour lesquels la somme m+ q est égale à zéro, jouissent de la pro- 
priété que le déterminant æ,y, — æ,y, de deux systèmes de solutions 
particulières est constant, on sera conduit à poser ici 


(20) 2; 


pour donner cette propriété aux systèmes (18) et (18°). Ils prendront 
alors la forme définitive 


or = —ib,a  -+(—a;+1b,)9, 
(21) : 
Se = (a;+ib,)a + 16,0, 
dB ‘ : 
eee 
or) dy É : 
| 2 = (— b,+ ia,)B + ia. 


(27) 
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On sait qu’on peut ramener l'intégration de ces systèmes à celle de 
deux équations de Riccati, qui seront 


1 Tp) = (= aa tb) dt aibrad — (a,+ ib.) 0%, 


faa) dina 
22 / ad d 2 is . 2 
2(75p— BE) = (bat tas) fief Ch ian) BY 


5 : . . a * 7 

et qui détermineront respectivement les rapports + et - Si l’on se 
reporte aux formules (13), on constate que ces rapports mutuels sont 
les paramètres des deux familles de génératrices rectilignes de la qua- 
drique représentée par l'équation (12). 

Il est facile maintenant d’avoir la solution générale du système 

, Q NY \ . . . 

proposé. Sia, à et «,, à, sont deux systèmes particuliers de solutions 
du système (21) qu'on pourra, pour plus de netteté, supposer liés par 
la relation 


(a3) ad,—da,=1, 
la solution la plus générale de ce système sera donnée par les formules 
(24) BS OK SE Ly ets, = cd + Cid, 


où c, c, désigneront deux constantes arbitraires. 
De même, si 8, y; B,, y, désignent deux systèmes de solutions du 
système (21°) liés également par la relation 


(29) By1— yBi= 7, 
la solution générale de ce système aura pour expression 
(26) B'=— ¢,B + c;Gi, y= Cay + C3711 


ou c,, c, seront deux nouvelles constantes. 
En portant toutes ces valeurs dans les formules (1 5), on aura 


24, CC,(aB + yO) + ccs(aB,+ dy.) + €4C,(0,8 + dry) + C163 (01 8,+ hd), 
272 = iCC:(y0 — a8) + iccs( Oy; — %B1) + écica( 70 = Bay) + icics( y1 di — a, 8), 
2X3—= CC,(ay — Bd) + ces( ay,— 06,) + CyCa(ya, + BOL) + C1 03( a, y: — Bd), 
22, UCC, (ay + BO) + iccs( ay: + dB) + icica( ya + Bd) + tc, c5( a, ¥1+ Bi di). 


— 
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Ces formules, ala vérité, ne fournissent que les solutions pour les- 
quelles la somme des carrés est nulle. Mais il est bien facile de passer 
au cas général. Il suffit d’y remplacer les produits c;c; par des con- 
stantes quelconques. On obtient ainsi la solution générale par les 
formules 


| a= C(aB+ yd)+ Ci(a,8,+ 7101) + D(Ba,+ yd)+ D, (28,4 dy:), 
(28) L_—=tC (yd —aB)+ EC, (71 1 — Bi) +7D( ydi— Bai) +iDi( dyi— af), 
| Ls — Clay = 66) =- Ci (oi Va — 0:6,) + D (y: — Bd) + D,(æy1— d5:), 
@,=tC(ay + Bd) + Co yi + Bi 01) + £D( ya,+ Bd) +7D,( ay: + dB), 


où C, C,, D, D, désignent des constantes entièrement arbitraires. Il 
est facile de voir qu’on aura 


(29) w+ ai+ £2 + @2?=4CC,—4DD,. 


La méthode précédente ne parait guère susceptible de s'étendre au 
cas où z est quelconque. Je me propose de montrer cependant que la 
considération des solutions pour lesquelles la somme des carrés des 
inconnues est nulle conduit encore à des simplifications pour les valeurs 
les moins élevées de n. J'aurai également l’occasion de montrer qu’à 
la considération d’un système d'équations linéaires et à celle de son 
système adjoint, il faut lier l'étude de certains systèmes intermédiaires 
qui admettent comme solutions les divers déterminants qu'on peut 
former avec un groupe plus ou moins étendu de solutions par- 
ticulières. 
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11: 


2. Les résultats contenus dans l’article précédent ont été commu- 
niqués à l’Académie des Sciences dans la séance du 4 janvier 1909 
(Comptes rendus, t. CXLVIIT, p. 16). 

Depuis, dans une Note insérée aux Comptes rendus du 8 février sui- 
vant (p. 332 du même Tome), un géomètre des plus habiles, M. Ves- 
siot, est revenu sur ce sujet pour lui appliquer les méthodes tirées de la 
théorie des groupes de Sophus Lie, qu’il avait déjà proposées dans un 
Mémoire antérieur. Je voudrais, à mon tour, terminer mon étude et 
faire connaître à la fois les méthodes et les résultats que j’ai sommai- 
rement annoncés au cours et à la fin de ma première Communication. 

Les méthodes reposent toujours sur la considération des généra- 
trices rectilignes des surfaces du second degré dans un espace à un 
nombre quelconque de dimensions. On sait, et il a été établi par 
MM. Corrado Segre dans le Tome XXXVI des Mémoires de Turin 
(2? serie); «par M: Emile Borel dans les Annales de l'École Nor- 
male (1892), qu'on peut étendre à un espace à un nombre quelconque 
de dimensions la théorie des génératrices rectilignes des quadriques. 

Si l’on considère, par exemple, l'équation quadratique homogeéne 


o(Ti Las se. Lon) — O0; 


contenant un nombre pair de variables, on peut toujours la-ramener 
à la forme 


(6) PE eee Dit 0, 
où les p;, x, désignent 22 fonctions linéairement indépendantes, et 


, ° x A f, . ze - . 
l’on obtient alors deux systèmes de génératrices rectilignes, l’un défini 
par des équations 


(4) TEXTES 
a (7 k 

où l’on a 

(5) Qik Axi= 0; 


9 . , . . (2 ® 

l’autre, qui dériverait des équations (4) par l'échange d’une des quan- 
Deer On ht . oA 

tites p; avec la quantité correspondante ~;. Si, dans l’un ou l’autre sys- 
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teme, on échange un nombre pair de quantités p,; avec les quantités 
de même indice x;, on retombe sur une génératrice rectiligne de même 
système. 

Supposons au contraire qu’on envisage une relation quadratique 
homogène, à un nombre impair de variables, 


O(a, Lay savy Tense) — O, 
on pourra la ramener & la forme 
(6) Pi X1+ Pata +... + Patnt Tir: = 0, 


et l’on n’obtiendra cette fois qu'un seul système de génératrices recti- 
lignes, défini, par exemple, par les formules 


| Pa > QikXk, 
| TL n+1 — ) An+1,kVk 


avec les conditions 
(8) Aig t+ Axi—= O0. 


Au reste, ce cas se ramène au précédent si l’on identifie l’une des 
quantités p, avec la quantité de même indice a. 

Ces explications préliminaires aideront le lecteur à mieux com- 
prendre la méthode que nous allons employer. | 


3. Revenons au système (1) qui admet l'intégrale quadratique 
> a= const: 


Comme dans le cas où n= 4, nous ne considérerons que les solu- 
tions du système pour lesquelles on a 


(9) Dre. 


On verra facilement qu’elles fourniront sans intégration nouvelle la 
solution générale. 

Pour éviter l'emploi des imaginaires, je supposerai qu'on ait ramené 
la relation (9) à la forme (3), dans le cas où le nombre des variables 


CO 
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ait été réduite à la forme 


= 


Go) Pi By Patate. + PaLu= 0. | 
Le système (1) pourra alors s’écrire comme il suit : + TOR 
= 23 Aip Ly + QikPky 
.- . * 
= aa =) Bix Px +™ Din X ks : ‘ 


et, pour qu'il puisse admettre l’intégrale (10), il faudra qu’on ait 


dir +B::=0, ir + Ai O0; br brio 


On pourra donc lui donner la forme 
dx; ¢ ; 1 + 
STP oe D Hin Xf +Ù Qik Ps 


ae =-Ù Aki Phe +» bik XK, 


les &;, étant des fonctions quelconques de ¢ et les a;x, b, étant, au 
contraire, assujetties à vérifier les conditions 


(11) 


Ge ) dix + Aki= 0, br + On 0, 


pour toutes les valeurs des indices et #. 


4. Cela posé, je considère une génératrice rectiligne de la qua- 
drique, définie par les équations 


(ra) DD. Ulin Lp CUS ona en tee 
k 


avec les conditions 
(14) . Ur + Upp 0, 


et je vais déterminer les w,, par la condition que la génératrice porte le 
plus grand nombre possible de solutions du système (1 Lue 


Pour cela, je remarque que, si l’on substitue les valeurs des pi dans 
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la première des équations (11), on obtient d’abord un système 


z 12; 
(19) —- Hin Ze, 
k 


Hig= ein +™ Qin, Uurs 


LA 


de sorte que, si les u,, sont connues, les 2; devront dèjà satisfaire au 
système (15). Pour qu'ils restent les plus généraux possibles, il faudra 
done que les autres équations, celles qu'on obtient en portant les 
valeurs des p; dans la seconde équation (11), soient identiquement 
vérifiées. On est ainsi conduit, par un calcul facile, aux équations 


du;x = 
(16) dt =) (aux Uys — Sy Un) + Dix +) > Ay Li Lux 
E DU 


qui détermineront les quantités 4, et qui sont en même nombre que 
ces inconnues. | 


5. Appliquée au cas où x = 2 et aux deux systèmes de génératrices, 
cette méthode fournirait les résultats de notre première Communica- 
tion. Envisageons maintenant l’hypothèse n = 5. 

La relation identique deviendra ici 


Pi + Polo + P3 T3 — 0. 


Pour ne pas compliquer les notations, nous remplacerons &,:, Us, 
u,, respectivement par %,, Pr; %3- Nous aurons alors les équations d’une 
génératrice 
(17) Pi = LaL3 — V3Ta P2= VaLi— 123, P3= 01 Lo — 02X14 
puis la formule (16) donnera 

dv, ; 
(18) erro as Os Vi + Co Pa + A 1303 


— 04 (Oy, Lao + Ass + os V1 1 Ass Va dia V3) 


et les deux équations analogues. 
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Posons 


<|< 


y — 


et déterminons V par la condition 


dV 


di = (h Se ohh y= To + 33) V + a3Vi = ay V: + aie V;; 


A étant une fonction arbitraire dont on pourra disposer à volonté, nous 
serons ramenés au système suivant : 


= (D+ ii + Oo + O33) V + Gr Vi + a Va + a12Vs, 
av, 
in —— bs.V + (h Sie 1) Vi + ao Vo + Gis ¥ 35 
€ 
(19) dV 
STE == DEMI + Bley Whe = (h == ae2) Vo am CHA 
C 
a = by, V + a Vi + 032 Vr + (A + ass) Vi, 


qui est linéaire, homogène et du quatrième ordre seulement. Mais ce 
système a perdu la propriété d’admettre une intégrale quadratique et, 
lorsqu'on en connaîtra les solutions, il restera encore à intégrer le 
suivant : 


dx = 
i = (01, V+ @y2V3— 13 V2) Cit (G12 V+ 3 V4) e+ (213 V— Are V1) £3, 


ars 


(oO) AW ape (ta V— 23 Vo) Li + (ta V + Ag, V,— Aa, V2) Lot (93 V + Ae, Vo) 23. 


dx. 
| 75 — (%3,V+ @32V 3) + (%32V— 3;V3) a+ (233 V + dy Vo — DENY A) Pa 


qui déterminera les solutions portées sur la génératrice rectiligne 
définie par les équations (17). 

Cette réduction revient au fond à celle qui a été signalée par M. Ves- 
siot à la page 334 du Tome CXVIII des Comptes rendus. 


6. La méthode que nous venons de suivre s’applique, presque sans 
modification, au cas où le nombre total des variables est impair. Alors 


Vr- 
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‘on peut prendre pour la forme réduite de la relation quadratique l’ex- 


pression 
(21) DID Pata. Par En + Ln 0, 


et il n'y aura qu'à supposer 

Pra=Ln 
ALL apn 
dt’ dt 


dans les formules (11) nous donnera les relations supplémentaires 
entre les coefficients 


dans les caleuls précédents. La comparaison des valeurs de 


(22) Ong One 0; kn + Ank— OO. 


Ici les équations (13) se partageront. On aura d’abord 


(23) Pi= >, Mie ®k Cit ee A) 
k 

puis 

(24) a Unf Tr 


k 


Les équations (16) subsisteront sans modification; mais le système 
des équations (15 ) | 


(25) 


dt su 
k 


dx; à 
> Hin vx 


pourra être ramené à ne contenir que les inconnues æ,, æ,, ..., Lys 
la variable x, étant fournie par FPéquation (en): 

Ainsi, dans le cas de cing variables comme dans celui de six variables, 
on sera ramené à un système linéaire à quatre inconnues; mais le sys- 
tème complémentaire analogue au système (20) ne contiendra plus 
que deux inconnues. 


7. Revenons maintenant au cas où il ya un nombre pair de variables 
et supposons n= 4; alors il y à six quantités w;, et le système (16) se 
composera seulement de six équations. Il est vrai qu'il ne sera pas 
linéaire. Je n’examinerai pas comment, par l'addition de certaines 
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inconnues, on parviendrait à le transformer en un autre systeme 
linéaire, et je me bornerai à faire remarquer ce fait curieux que, com- 
paré au système primitif, il réalise un abaissement de l’ordre, puisque 
le système proposé se composait de huit équations à huit inconnues, 
tandis que le système (16) ne contient plus que six inconnues. Il est 
vrai qu'après l'avoir intégré, il restera encore à obtenir les solutions 
d’un système linéaire à quatre inconnues, le système (15); mais c’est 
précisément dans cette décomposition des difficultés du problème que 
réside l'intérêt de la méthode que nous avons suivie. 


8. Les résultats que nous venons d’exposer s'appliquent tous à un 
système linéaire particulier, caractérisé par la propriété d’admettre 
une intégrale quadratique. Il me paraît intéressant de les rattacher à des 
remarques et à des méthodes générales, d’ailleurs très élémentaires, 
embrassant tous les systèmes linéaires homogènes sans exception. 

Dans la Note qui a été insérée en 1880 à la page 524 du Tome XC 
des Comptes rendus, j'ai donné une généralisation très simple de l’équa- 
tion adjointe de Lagrange, en montrant qu'il y a lieu d’associer à tout 
système linéaire 


ax; : 
(26) = axe LR AL NO RE 7) 
le système suivant : 


(27) D ES aptes Ci, UK eal) Dope sere 
que j'ai appelé le système adjoint. En s'inspirant des idées qui ont été 
indiquées par Clebsch dans son Mémoire : Ueber eine Fundamentalauf- 
gabe der Invariantentheorie, publié en 1872 dans les Mémoires de la Société 
de Gættingue, on peut étendre beaucoup la notion du système adjoint. 

Utilisant les notions fondamentales introduites par la méthode des 
polaires réciproques de Poncelet et la géométrie des droites de Plücker, 
Clebsch se propose, dans ce Mémoire, de formuler tout au moins 
l’énoncé du problème fondamental de la théorie des invariants, et il est 
conduit à considérer dans un espace à un nombre quelconque de 
dimensions toutes les multiplicités linéaires, d’un nombre moindre de 
dimensions, qui peuvent y entrer. 
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Si, par exemple, l’espace est à n — 1 dimensions, il faudra y envi- 
sager : 1° la multiplicité de dimension nulle formée par un point 
unique; 2° les multiplicités linéaires à une, deux, ..., 2 —2 dimen- 
sions déterminées par deux, trois, ..., n—1 points. Dans l’espace 
ordinaire, elles forment le point, la ligne droite, le plan. 

Si l’on étudie ces multiplicités au point de vue de la méthode des 
polaires réciproques, en cherchant pour chacune d'elles les multipli- 
cités d’ordre n — 2 qui la contiennent tout entière, on verra facile- 
ment qu’une multiplicité de la 4° dimension est contenue dans des 
multiplicités de la (nm — 2)*™* dimension qui forment un ensemble 
linéaire à n — k — 2 paramètres. 

Analytiquement, la méthode de Clebsch revient à considérer, à côté 
des multiplicités de dimensions nulles formées par des points tels que 
les suivants : 


Lis Hd » Zn 
He a) De PEER 
(28) oc .., dinde eee 
ase a a 
ee, cae 


les multiplicités linéaires & une, deux, ... dimensions formées avec 
deux, trois, ... de ces points. Par analogie avec ce qui se passe dans 
l’espace ordinaire, on est conduit à prendre pour coordonnées de ces 
multiplicités certains déterminants formés avec les coordonnées des 
points qui les déterminent. Par exemple, pour la multiplicité d'ordre 2 
assujettie à contenir les trois points de coordonnées 


Li, T2 ’ Th 
Bi, 25, Hoa 
iy a ? Bie 
; n(n—i1)(n Dh ser, : 
les coordonnées seront les ( = déterminants 
ap LE Ly 
[OPS EO eG ae) 


entre lesquels existent, comme on sait, de nombreuses relations. 
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Si l’on associe au Tableau (28) le Tableau suivant : 


ti EURE mis 
HU re uz, 
Letty etko ye apioss LG 


dont les éléments sont déterminés par les relations 


(30) > Hi = T. 


(31) | Dur (ARE), 


chaque mineur du Tableau (28) est proportionnel au coefficient du 
mineur correspondant dans le Tableau (29), de sorte que les coordon- 
nées pix... d'une multiplicité linéaire quelconque peuvent s'exprimer, 
soit en fonction des a’, soit en fonction des uw’ par les déterminants 
dont nous venons d'établir les corrélations. 


9. Après avoir rappelé ces idées de Clebsch, appliquons-les à la 
question actuelle et revenons au système linéaire (26). 

Supposons que le Tableau (28) définisse un système fondamental 
dintégrales de ce système, et cherchons à définir directement toutes 
les multiplicités de dimensions quelconques qui y sont contenues. 
Commençons par les plus simples, celles dont les coordonnées seraient 
formées avec les déterminants de deux systèmes de solutions, et posons 


. 1 
i T} 


(32) i= 


one ced 
On aura 
Up yp 


et la differentiation montre très simplement que les &;, satisfont aux 
équations suivantes : 


; aus, 
33 ik oo = 
( dO) ae > diy Uyx —»> ak, lis 
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. P nn ee Gk UO all) ore ' . 
qui forment un système linéaire à — inconnues définissant les 


multiplicités à une dimension contenues dans la multiplicité formée 
par l’ensemble des inconnues. 

D’après leur définition même, les fonctions #;, satisfont nécessaire- 
ment à toutes les relations telles que la suivante : 


Aire = Up Un + Wim + Lim UK = O- 


Or, l'emploi des équations (33) nous permet de démontrer les for- 
mules 
ay A BEN cr Acer ou dy Dr À 
dt a tu. AU. km yes ky. iv. mn yh {u, Ai ku ne Za "Et thls 
ue v. U U. 


(34) 


qui montrent que le système (33), envisagé en lui-même et indépen- 
damment de son origine, ne conduit pas nécessairement à des valeurs 
nulles des Aym. Ce résultat était facile à prévoir; mais il sera avanta* 
geux dans certains cas de substituer ou d’adjoindre le système (34) 
aux équations (33). 

Supposons, par exemple, » = 4. Il y aura donc une seule quantité A, 
À,,3,, et l’on aura 


dA 


Pre a (ayy + Are + Ass + dus) A. 


Comme on peut toujours, en employant une quadrature, faire en 
sorte qu’on ait 


dy + duo + 2334+ Aus — 0; 


on reconnaît que, pour le cas particulier où n= 4, le système 
linéaire à six inconnues (32) admettra une intégrale quadratique et 
sera réductible, par conséquent, à ceux qui ont été l'occasion de cette 
étude. C’est le résultat inverse de celui qui a été établi à l’article 3. 


10. Après ce cas particulier, élevons-nous tout de suite au cas le 
plus général, et voyons comment on pourrait déterminer les multipli- 
cités à un nombre quelconque de dimensions formées avec les solu- 
tions du système proposé. Pour ne pas compliquer les notations, 
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bornons-nous à envisager par exemple les expressions 
1 


mn 


XL 
2 2 2 2 
Ly LE LH, Ly 
x 
Xx 


(55) Uikim— 3 


m 


4 
m 


En différentiant on aura le système des équations propres à les 
déterminer : 


Aikim ae \' : LL: = a u; 
( 36) dt are iv. Unkim al Ary, lint ae ip. t tk Um mu. Mike 
| v u . o u 


On voit immédiatement le mode de formation de ces équations et le 
moyen de les étendre à un nombre quelconque d’indices. Le nombre 
de ces indices pouvant varier de 2 à m — 1, on aura ainsi n — 2 sys- 
tèmes linéaires distincts. Nous dirons qu'ils sont associés au système 
propose. 

Il importe de remarquer d’abord que le dernier ne diffère pas essen- 
tiellement du système adjoint. 

En effet, d'après ce que nous savons du système adjoint, les quan- 
tités wu du Tableau (29), qui satisfont aux relations (30) et (31), 
forment un systeme fondamental de solutions du systéme adjoint. Or, 
si l’on résout ces équations (30) en posant, suivant la notation de 
Kronecker, 


A= dét.| xi], 
on aura évidemment 
Pi tl GOR 
w= 7 pre 


Les mineurs 24 

Ox}, 

notre dernier système associé. Quant à A, on peut le déterminer, 

comme on sait, par une quadrature. Notre dernier système associé est 
donc identique au fond au système adjoint. 

Quant à ceux qui précèdent, il résulte évidemment des relations 
établies à l’article 8 qu’ils pourraient tous se déduire, dans un ordre 
inverse, du système adjoint. L’avant-dernier, par exemple, serait le 
premier qui se déduirait du système adjoint, et ainsi de suite. 


sont précisément les inconnues qui figurent dans 


LL A 
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11. Dès que le nombre des variables croitra quelque peu, tous les 
systèmes auxiliaires précédents comprendront un nombre rapidement 
croissant d’inconnues. Ces inconnues, par exemple, seront au nombre 
de 15 ou de 20 dès que n sera égal à 6. 

Dans tous les cas, elles seront liées, il est vrai, par un grand nombre 
de relations. Mais ces relations seront plus ou moins simples, plus ou 
moins dépendantes les unes des autres, et leur considération peut 
introduire de grandes complications. Nous allons montrer qu’on peut 
substituer à ces systèmes associés d’autres systèmes d’équations diffé- 
rentielles, qui à la vérité ne seraient plus linéaires, mais où les fonc- 
tions inconnues seront indépendantes, en ce sens que leurs valeurs 
initiales pourront être choisies arbitrairement. Ces systèmes nous appa- 
raissent comme la véritable généralisation de l’équation de Riccati. 

Envisageons à cet effet un système linéaire homogène de la forme la 
plus générale tel que le système (26), et considérons un système fon- 
damental de solutions donné par le Tableau (28). L'intégrale générale 
du système sera de la forme 


a= C, 71+ C,73+...4+C, 27, 


(38) ta ri trier Cas, 


Etablissons, entre les constantes C,, C,, .., C,, p relations linéaires 


Ch — Nyy Cp+1 Si Pia Cp+2 +. Dm Wipf ons 
(39) Cy = hey Cosi + AeeCpi2+.. + ho,n-p Cn, 
C= lp Cp a Nps Cp+2 +. a Rp,n-p Cr 


où les k;, désignent des constantes quelconques, au nombre de p(n—p). 
Les x, deviendront des fonctions linéaires de C,,,, Cpsss +, Cn, et l'on 
aura 


(40) Li — Vi Cp+1 at Pre Cp+2 Din eo Vi,n—p Cr 
les ¢;, ayant pour valeurs vite 
(41) on a+ hr at. 

wat 


468 GASTON DARBOUX. 
Par suite on aura, entre les x;, p relations indépendantes des con- 
= 9 2 ~ 
stantes C,.,, et p relations seulement. On peut d’ailleurs former ces 
relations et les écrire comme il suit : 


Ti Vit Pie Pi,n—p 
xz re eee ? = 
2e p+1 p+i,1 p+1,n—p 
(42) Ap == 0; | 
Soie Sciekeheia lei ee | 
Ln V nt Pn,n—p 


7 pouvant prendre toutes les valeurs 1, 2, ..., p. 
On peut résoudre les équations précédentes par rapport aux x;, et 


Von.aura 
(43). = Wy Vpn + Wialpso s+ Win pln (ETS RD), 
en posant, pour abréger, 


04; . dA; 


OP p+ ; O02; 


( 44) Wir — 


On peut donc considérer comme connue la forme des expressions x 
en fonction des constantes arbitraires A;,; absolument comme on con- 
nait, dans le cas de l'équation de Riccati, la forme de l'intégrale géné- 
rale en fonction de la constante arbitraire. | 

Or on peut former aisément les équations différentielles qui déter- 
minent les quantités w,4. 


12. Remarquons d’abord que, si l’on élimine æ,, ..., x, à l’aide des 
équations (45), on donnera aux équations différentielles proposées 
la forme suivante : 


LE dx; 
(49) Fe HZ hi + Hiotiis ++ Hir-02r 
où l’on a 
(46) Hi Qi, pth Ai, Wir + dia Wap +. se + AipW px. 


Si d’abord on met à part les p premières équations (45), en y rem- 
plaçant les a; par leur valeur tirée des équations (43), il viendra 
S Aw sp, 


Lg Tp+h FT H+ > WM pen.c) — 0. 
À \ 
ve a 
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Comme il ne doit y avoir aucune relation linéaire entre les æ,,3, i 

faut done qu’on ait 
(47) 


Aw ;;, 
dt = Hi—>, Vin Hp+p, x 
ms 


Cela donne un système de p(n — p) équations différentielles du pre- 
mier ordre propre à déterminer les p(n — p) fonctions #7. Elles ne 
sont pas linéaires, mais, comme il arrive pour l’équation de Riccati, 
leurs seconds membres sont du second degré par rapport aux fonc 
tions inconnues. 

Supposons qu’on les ait intégrées. Alors les n — p dernières équa- 
tions (45) formeront un système linéaire 


dx Je 
(48) TA = H+ kL p+ TRUÈQLE Hp+k,n—p Zn 
qui déterminera les valeurs les plus générales des x — p inconnues 
D one QUANTAUNp premières æi, Cas + » +9 Up elles s’obtiendront 


ensuite sans intégration nouvelle à l’aide des relations linéaires (43). 


13. Il nous reste maintenant à établir la relation que nous avons 
énoncée à l’article 11, c’est-à-dire à montrer que la nouvelle méthode 
de solution équivaut à celle que nous avons déduite de la considéra- 
tion des systèmes associés. Cela ne présente aucune difficulté. Si nous 
substituons en effet, dans les formules (43), successivement n — p sys- 
tèmes de solutions du système fondamental, choisis comme on voudra, 


PAR NE ira ot, ATR AE ON 


on aura 2 — p équations 
=n =p) 
- 
Th — >, Vayu L pps 
cil 
qui détermineront les æ,, en fonction de ces solutions. Le dénomina- 
teur commun des valeurs des ,, sera 


ai 1 1 
Lt B +9 au te Llh 

9 n2 
E+ Xn 
aw" x? 
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Quant aux numérateurs, on les obtiendra en remplaçant, dans une 
des colonnes du déterminant précédent, l'indice inférieur p + k par un 
indice au plus égal à p. 

Ces numérateurs et ces dénominateurs ne sont autres, par conse- 
quent, que les déterminants qui entrent dans les solutions générales 
d’un même système associé. Ce sont ceux de ces déterminants entre 
lesquels il n'existe, a priori, aucune relation. 


14. Je laisserai au lecteur le soin de rapprocher les remarques 
générales que je viens de présenter des méthodes que j'ai appliquées 
au cas spécial où il y a une intégrale quadratique; mais je terminerai 
en donnant deux propositions relatives aux systèmes associés. 

La première n’est qu’une généralisation d’un théorème que j'avais 
établi pour l'équation de Riccati dans le Volume dédié à la mémoire 
du P. Chelini et que j’ai étendu ensuite dans le Tome XC des Comptes 
ren/us aux systèmes linéaires les plus généraux. 

Sous une forme abrégée, ce théorème s’énonce comme il suit : 


Si un système linéaire homogène d'équations différentielles admet une 
intégrale algébrique, nécessairement homogène, toutes les formes adjointes 
(covariants, contrevariants, formes mixtes) donnent encore des intégrales 
du même système. 


Les formes adjointes que j'avais ainsi considérées ne contenaient 
que deux espèces différentes de variables, par exemple des coordon- 
nées de points et des coordonnées de plans dans l’espace ordinaire, 
L'introduction des systèmes associés permet d'étendre le théorème aux 
formes invariantes les plus générales telles que Clebsch les a définies, 
c'est-à-dire à celles qui contiennent les coordonnées de toutes les mul- 
tiplités linéaires qui peuvent exister dans un espace donné. Dans l’es- 
pace ordinaire, ces formes pourraient renfermer, ensemble ou séparé- 
ment, non seulement des coordonnées de points et de plans, mais 
aussi des coordonnées de lignes droites. 

Pour ne donner qu’un exemple, si le système fondamental admet 


une intégrale quadratique, il en est de même de tous les systèmes 
associés. 


— CS 


Tr 


SUR LES SYSTÈMES D’EQUATIONS DIFFÉRENTIELLES HOMOGÈNES. 471 


15. La seconde-proposition sur laquelle j’insisterai est la suivante : 


Quand on peut intégrer le système fondamental, on peut ausst intégrer 
complétement chacun des systèmes associés, considéré indépendamment de 
tous les autres. 


Parmi les différentes manières de la démontrer, je choisirai la sui- 
vante : 

Si l’on soumet le système fondamental à une substitution linéaire 
quelconque, il est clair que tous les systèmes associés seront soumis 
à une substitution linéaire dérivée de la première. Si on les soumet 
à cette substitution dérivée, ils demeureront les systèmes associés au 
nouveau système fondamental. 

D'après cela, effectuons la substitution linéaire qui réduit le système 
fondamental à la forme 


Ax; 


(49) ; ih ate 


Toutes les quantités a;, étant devenues nulles, les systèmes associés 
prendront les formes suivantes : 


du; vs du; nn - 
GT lé La 


et pourront, par conséquent, être immédiatement intégrés. 
Ainsi la réduction du système fondamental à la forme (49), c’est- 
à-dire son intégration, entraine celle de tous les systèmes associés. 


22 mars 1909. 
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UNE CLASSE DE FIGURES D'ÉQUILIBRE 


LIQUIDE EN ROTATION; 


Par M. A. LIAPOUNOFF. 


1. Étant considérée une masse liquide homogène, dont les parti- 
cules s’attirent mutuellement suivant la loi de Newton et qui est sous- 
traite à toute action extérieure, si on lui donne une figure convenable, 
elle pourra tourner librement autour d’un axe fixe, comme un corps 
solide, et l’on aura alors une de ces figures d'équilibre dont il est ici 
question. 

On connaît depuis longtemps les figures ellipsoidales d'équilibre, 
dont l’ensemble est constitué des ellipsoides de révolution aplatis de 
Maclaurin et des ellipsoides à trois axes inégaux de Jacobi. 

Ces ellipsoides forment des séries continues de figures d’équilibre, 
et ces séries ont, pour ainsi dire, des connexions, de sorte qu’il existe 
des ellipsoides par lesquels s'établit un passage continu d’une série 
à une autre. 

Or cette question se pose : n’y a-t-il pas de figures d'équilibre non 
ellipsoidales qui forment des séries continues ayant des connexions 
avec les séries ellipsoidales? 

S’il en est ainsi, on doit pouvoir trouver des ellipsoides, tels qu'il 
existe des figures d'équilibre non ellipsoidales qui en soient aussi peu 
différentes qu’on veut. 
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C’est la question qui m’a été proposée jadis par Tchebychef, et dont 
je me suis déjà occupé autrefois (‘). 

Quelques résultats que j'ai obtenus alors, et surtout les résultats 
remarquables qu’a obtenus presque à la même époque M. Poincaré, 
ont rendu une réponse affirmative très vraisemblable. 

Néanmoins la question restait loin d’être résolue, puisqu'on ne con- 
naissait qu’une première approximation, et non seulement il n’y avait 
aucune méthode pour qu’on pat pousser l’approximation plus loin, 
l'existence même de nouvelles figures d’équilibre n’était pas établie 
d’une manière quelque peu satisfaisante. 

C’est pourquoi j'ai repris la question il y a quelques années, et j'ai 
déjà publié une partie de mes recherches dans les deux premières 
Parties parues du travail intitulé : Sur les figures d’équilibre peu diffé- 
rentes des ellipsoides d'une masse liquide homogène douée d'un mouve- 
ment de rotation (?). 

Dans ce travail, je donne une solution rigoureuse de la question. 
Mais cette solution est sujette à certaines restrictions, que j'ai dû 
introduire pour pouvoir appliquer ma méthode. 

I] est vrai que ces restrictions laissent encore subsister une grande 
généralité. Mais il n’en est pas moins désirable de s’en débarrasser. 

C’est ce que je me propose de faire dans le présent Mémoire, où je 
montrerai qu’en dehors des hypothèses que j’ai admises il n’y a pas de 
solution, de sorte que les conclusions auxquelles je suis arrivé dans 
mon travail sont valables sans aucune réserve. 


2. Soit E un ellipsoide de Maclaurin ou de Jacobi. 
Pour employer les notations dont je me suis servi, je désignerai les 
demi-axes de cet ellipsoide par 


Vi ee) Ve + Vp; 


(1) Pour ce qui concerne les détails, je renverrai au Mémoire : Sur un problème de 
Tchebychef (Mémoires de l'Académie impériale des Sciences de Saint-Pétersbourg, t. XVII, 
N° 3, 1905). 

(*) Ouvrage publié séparément par l'Académie impériale des Sciences de Saint- 
Pétersbourg. Première Partie : Etude générale du problème, 1906. — Deuxième Partie : 
Figures d'équilibre dérivées des ellipsoides de Maclaurin, 1909. 
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en entendant par p et g des nombres positifs et en supposant que g ne 
dépasse pas 1. Si c’est un ellipsoide de Maclaurin, on aura g =1, et, 
si l’on considère un ellipsoide de Jacobi, g sera une fonction connue 
de p. 

Soient ensuite E; et E, des ellipsoides homofocaux à E et ayant res- 
pectivement pour demi-axes 


Vp—d+1, VYo—d+q, Vp—o, 
Vp+d+i, Vp+d+g, Vo+d, 


à étant un nombre positif moindre que o. 

En supposant à suffisamment petit, j’ai recherché s’il existe des 
figures d'équilibre non ellipsoidales, situées à l’intérieur de lellip- 
soide E, et renfermant à leur intérieur l’ellipsoide E;. 

C’est une pareille figure que j'ai entendue par une figure peu diffé- 
rente d’un ellipsoide. 

En désignant par x, y, z les coordonnées rectangulaires et par 0 
et | des variables auxiliaires, on pourra représenter la surface d’une 
telle figure par les équations 


x=Vo+t+1sin@ cosh, 
(1) y=Vo+t+ qsinésing, 


z=\Vp+€cosd, 


€ étant une fonction de 9 et | dont la valeur absolue ne dépasse pas 0. 

Or, en partant de ces équations, je ne me suis pas borné a supposer 
que à soit assez petit, et j'ai encore introduit certaines conditions 
complémentaires que je vais énoncer à l'instant. 

On peut envisager 9 et } comme les angles polaires d’un point p, 
situé sur la surface de la sphère E de rayon 1 et de centre à l’origine, 
et j'ai rapporté les valeurs de la fonction ¢ aux points de cette surface. 

Cela posé, j'ai admis qu’en tout point de la surface de la sphère E la 
fonction Ca une seule valeur. De plus, j'ai supposé que cette fonction 
soit continue, et cela de telle manière que, ¢ étant sa valeur en un 
point p’(0’, Ÿ’) de la même surface, le rapport 


6 —È 
pp’ 
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reste, en valeur absolue, au-dessous d’une limite suffisamment petite, 
quelles que soient les positions des points p et p'; ce qui, en posant 


cos 0 cos 0’ + sin 8 sin 0’ cos(d'— 4) = cosa, 
peut être exprimé par une inégalité de la forme 


Genk 


SIN 
2 


< Of; 


à, étant un nombre fixe suffisamment petit. 

Dans ces hypothèses, j'ai complètement résolu la question, en mon- 
trant tout d’abord comment on doit choisir l’ellipsoide E pour qu'il 
existe des figures d'équilibre non ellipsoidales qui en soient aussi peu 
différentes qu’on veut, et en donnant ensuite une méthode pour déter- 
miner ces figures avec une approximation voulue. En même temps, 
j'ai montré comment on obtiendra, pour un ellipsoide donné, toutes 
les figures d'équilibre, pour lesquelles ¢ et à, sont assez petits. 

Or on peut se demander : n’y a-t-il pas de figures d’équilibre pour 
lesquelles à seul soit assez petit, mais qui ne satisfassent pas aux 
conditions complémentaires ci-dessus”? 

Je vais montrer que la réponse est négative. 


3. Soit F la figure d'équilibre considérée, dont la surface sera 
définie par les équations (1), axe des z étant dirigé suivant l’axe de 
rotation. 

Soient ensuite w la vitesse angulaire qui lui correspond, / la con- 
stante de la gravitation universelle, # la densité du liquide et rfÆU le 
potentiel de la masse liquide au point (a, y, 3). 

Comme, par hypothèse, le liquide n’est soumis à aucune action 
extérieure et que, par suite, la pression doit être nulle sur la surface 
libre, on aura, sur la surface de la figure F, 


(2) Q(x + y?) + U =const., 


en posant, conformément aux notations que j'ai employées, 


G)? 


any a 
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Le second membre de l’équation (2) est une constante, au sujet de 
laquelle il faut faire une remarque. 

En se placant & un point de vue général, on ne doit pas écarter 
d’avance le cas où la surface de la figure considérée consiste en plu- 
sieurs nappes isolées, et, dans ce cas, la constante dont il s’agit pourra 
varier d’une nappe à une autre. Mais si, parmi les nappes, il en existe 
qui servent à limiter une seule et mème portion connexe de la masse 
liquide, cette constante ne changera pas de valeur, quand on passe 
d’une de ces nappes à une autre. 

De cette facon, l’équation (2) doit être conçue comme il suit : 

La fonction | 

2( 22+ y) +U 


ne change pas de valeur quand on passe d’un point de la surface à un 
autre, toutes les fois qu’on peut joindre ces deux points par une ligne 
continue, située à l’intérieur du liquide. 
L’équation (2) exprime la condition d’équilibre pour la figure F. 
Pour l’ellipsoide E on aura de même 


Q, (x? + y?) + U,= const., 


en désignant le potentiel de l’ellipsoïde par r/ÆU, et en posant 


w, étant la vitesse angulaire correspondante. 
Cette équation aura lieu sur la surface de l’ellipsoide E, où l’on aura, 
d’après une formule connue, 


en posant, pour abréger, 
VE + n(e+g)=A(). 


Or, à l'intérieur de l’ellipsoide E, on aura pour U, la même 
expression. 
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-Done, pour les points intérieurs à l’ellipsoide, on aura 


2 y? =) 
tee. > 


(3) Qy at + 7°) + Us const. —2{ 


4. Pour simplifier l’analyse, nous allons supposer que la figure F 
se trouve à l’intérieur de l’ellipsoide E. Cela est permis, puisque la 
figure considérée peut être remplacée par une figure homothétique par 
rapport à l’origine des coordonnées, sans que la condition d'équilibre 
soit altérée. 

Dans cette hypothèse, l'égalité (3) aura lieu pour tous les points de 
la surface de la figure F. 

Par suite, en posant 


Q—Q,=—n, U,— U=U,, 


on aura sur cette surface 
(4) a(atey) +i(1— 2 — 2 À) _ a, 


C étant une constante dans le sens expliqué au numéro précédent. 
D'après les équations (1), on a ici 


z+ y?=(p + cos?) + ¢ sin?) + EE) sin?6, 


Pe Lae SRE SEES ‘sin?@cos*y , sin?8 sin?ÿ cos? 8 " 
p+! Pang AE ( pot o+q per >» 
Quant à U, "on aura 
Ste 
TJ r 


our est la distance de l’élément de volume dt au point (2, y, z), et l’in- 
tégrale s’étend à tous les éléments qui se trouvent à l’intérieur de 
lellipsoide E et à l’extérieur de la figure F. 

Comme tous ces éléments sont situés entre les surfaces des ellip- 


—"—- i.e ds à à | 


bé à ni ai 


hiièdh à L. 
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soides E et E;,, on pourra assigner à U, une limite supérieure de la 
forme L4, L étant un nombre ne dépendant que dep. 

D’après cela, on voit facilement que n ne dépassera pas, en valeur 
absolue, une limite supérieure de la même forme. 

En effet, la constante C figurant dans l’équation (4) est la valeur de 


en un point où l'axe des z rencontre la surface de la figure F. On aura 
donc 


jol<(+L)a. 


Or, si l’on pose dans l’équation (4) } = 0, 4 — *, elle deviendra 


… 


pa 
SES [Se rear aile rte 


et de la, 2 étant plus petit que 9, on tire 
Inj<(—4 +7 +ab)a, 
pP=3— 5 0 
inégalité de la forme 


où M ne dépend que de ¢. 


5. Nous poserons, pour abréger, 


> re ou 3 
sin?4cos*) — sin?4sin*y 4 £08 6 = 
prs PE (4 


sin? cos? + q sin’ sin*4 = J, 


; 


de sorte que l'équation (4) s’écrira 


n(J +p sin?9) — (2K —n sin?4)¢ — U,=C. 


Cela posé, considérons deux points P(6, Y) et P'(#', Y’) de la sur- 
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face de la figure F, qui puissent être joints par une ligne continue 
située à l’intérieur du liquide. 

Comme pour ces deux points la constante C aura la même valeur, 
nous aurons, en employant un accent pour désigner les valeurs rela- 


tives au point P’, 


AK! — nm sin?6’)0’— (AK — nsin?0)6 
( 
—n(J’— J) — pn(sin?9 — sin?) + U,— U,=0, 


ce qu’on peut présenter sous la forme 


(6) (AK —nsin?9) (¢’—Z) 
= (K — K’)¢'+ n(sin 8 — sin?6) (p+ ¢’) + n(J'’— J) + U,— U4. 


Or, en posant, comme nous l’avons déjà fait, 


cos§ cos6’+ sin sin 9’ cos(b’— 4) = cosy, 


il est facile d’établir ces inégalités 


| sin? 0’— sin? 6 | <2sin?. 
|K'—K | < sin D I’ —J| <asin?. 
D’autre part, 6 étant assez petit, on aura 
(7) [UV < (NE EI + Ny sin2) dog 8, 


en entendant par N, et N, des nombres positifs suffisamment grands 
et ne dépendant que de p. 


En effet, on a 
(Te LfS- LS L [RS =r) 


et, par suite, D étant la distance PP’, 


; D d 
IU, -Ul<> fs 
TC; TT 


Or, en exprimant D à l’aide des formules (x), et en tenant compte 
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de ce que € se trouve toujours entre o et — à, on s’assure facilement 
que 

Ne 4 
2Vp — 


Quant à l'intégrale, on peut lui assigner une limite supérieure de la 
forme 


Md 


D< +2Vp+rsin=- 


N ne dépendant que de ». 


if 
Done, en supposant à suffisamment petit (par exemple, plus petit 


I . CE Dr 
que Le), on aura bien une inégalité telle que (7). 


Par suite, en remarquant que 


uf 
K> aaa 
et tenant compte de l'inégalité (5), on peut tirer de (6) l'inégalité 
suivante : 


x nd \ 
(8) (= Mo Nèogé) 18 —€ 


x E +2M(p+1)+N, log £ | sin ate 

6. Maintenant il est aisé d’établir ce que nous nous sommes 
proposé. 

Tout d’abord, on voit immédiatement que, à étant assez petit, 
à aucun point de la surface de la sphère = il ne pourra correspondre 
plus d’un point de la surface de la figure F. 

En effet, si à un point p(0,4) il en correspondait plusieurs, il s’en 
trouverait certainement deux qui pussent être joints par une ligne 
continue située tout entière à l’intérieur du liquide, et auxquels, par 
suite, on pourrait appliquer l’inégalité (8). Or cette inégalité, où l’on 


devrait alors faire sin =o sans supposer (= €, se réduirait à 


Là . eee i 
(= —M3—N,dlog$)|¢'—£]<o, 


et cela est impossible, dès que à est assez petit. 
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482 
Il faut donc admettre qu’en tout point de la surface de‘S la fonc- 


tion Za une seule valeur. 


Or, s’il en est ainsi, l'inégalité (8) sera valable, quels que soient les 
points P et}P’ de la surface ie F, et d’apres cette inégalité, à étant assez 


petit, on aura 
‘ies 
° 


en prenant pour N un nombre suffisamment grand, ne dépendant que 


de p. 
On arrive donc à notre condition complémentaire 
7. La conclusion précédente a été obtenue dans l'hypothèse que la 
figure F se trouvat tout entière à l’intérieur de l’ellipsoide E. Mais, si 
; gé. 


g TOU 

on ne le supposait pas, le résultat n’en serait pas changé 
En effet, pour se débarrasser de ladite hypothèse, il n’y a qu’à rem- 

placer la figure considérée par une figure homothétique, dont la sur 


8 
face soit définie par les équations de la forme 
x = nÿp+1+Ësing cosy, 


3 = nÿp +Ccos6. 
Pour ramener ensuite ces équations à la forme (1), on posera 


Ve +i+ sin cosb, = nÿo +1+E€ sind cosy 
Ve + 9 + sin, sind, = nyp + q +Ésin6 sin, 


Va 4-6, cosOp== = nÿo +E cos6; 


et, apres avoir éliminé entre ces dernières équations 4 et Ÿ, on en 
déduira €, en fonction de 9, et J 

J'ai étudié de pareilles transformations dans la première Partie de 

/ A 4 A > 


mon travail Sur les figures d'équilibre (n° 55-58), et j'y ai montré que 


si les fonctions 
[¢] et: 
P 
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restent toujours- au-dessous des nombres suffisamment petits, le 
nombre n étant assez peu différent de 1, les fonctions 


! 
[él et |-——)> 


où 9, est l’angle entre les directions (9,, Y,) et (8°, 4°) répondant aux 
valeurs €, et ©, ne dépasseront pas des limites aussi petites qu’on 
veut. > 

Il en résulte que la conclusion du numéro précédent ne dépend 
nullement de l'hypothèse que ia figure F soit située à l'intérieur de 
l’ellipsoide E, et que, par suite, la condition complémentaire admise 
dans mon travail sera toujours remplie d’elle-méme, pourvu que ¢ soit 
assez petit. 

On doit donc conclure que les figures d'équilibre que j'ai étudiées 
sont les seules qui puissent être assez peu différentes des ellipsoides. 


8. En terminant, j'ajouterai que Tchebychef, en me proposant la 
question dont il s’agit, voulait surtout savoir ce qui arrive quand la 
vitesse angulaire, en croissant continiment, atteint sa valeur, pour 
laquelle les deux ellipsoides de Maclaurin se confondent. 

On sait que, si la vitesse angulaire continue a croitre, les figures 
ellipsoidales d’équilibre cessent d’exister. Mais on ne savait pas Si 
elles ne se transforment pas alors en certaines figures d'équilibre non 
ellipsoidales peu différentes des ellipsoides, et c’est cela que voulait 
savoir Tchebychef. 

J'ai montré dans mon travail (1"° Partie, n° 72) que, sous la condi- 
tion complémentaire que j'ai admise, de pareilles figures d'équilibre 
sont impossibles. 

Donc à présent on peut affirmer qu'il n’en existe pas, sans aucune 
reserve. 

De cette facon, la question soulevée par Tchebychef peut à present 
être considérée comme complètement résolue. 
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LA NOTION DE LIGNE; 


Par M. Lupovic ZORETTI, 


MAITRE DE CONFERENCES A L’UNIVERSITE DE GRENOBLE. 


1. Je voudrais étudier brièvement les rapports qui existent entre 
les deux définitions de la digne que nous devons à M. Cantor et à 
M. Jordan. Dans les applications, c’est tantôt l’une, tantôt l’autre des 
deux notions qui intervient; tel problème, simple quand on a adopté 
une des définitions, devient beaucoup plus compliqué avec l’autre 
définition ('). La question que je me propose d'étudier présente donc 
un double intérét : intérêt intrinsèque et applications possibles. 

On connait sur ce sujet les nombreux travaux de M. Scheenflies, et 
je m’empresse de dire que le présent Mémoire ne va pas plus loin 
dans la précision des résultats que ceux de M. Schœnflies. Je crois 
cependant qu'il y a assez de différences dans les énoncés, et dans la 
facon même de poser la question, pour pouvoir le publier. Quant à la 
méthode, elle diffère essentiellement de celles de M. Schænflies; elle 
est surtout moins géométrique. 

Je reprends d’abord les deux définitions en me bornant, pour pré- 
ciser, au cas de deux dimensions. Pour M. Jordan, une ligne est l’en- 
semble des points dont les coordonnées sont 


EE AL); 
¥=9(t)s 


(1) Par exemple, les travaux de M. Painlevé sur le prolongement analytique au dela 
d’une coupure s'appliquent à des lignes de M. Jordan; le cas d'une ligne cantorienne na 


pas encore été résolu. 
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fet étant deux fonctions continues de #, et cette variable, ¢, prenant, 
par exemple, toutes les valeurs de 0 à 1. 

M. Cantor définit, au contraire, un ensemble parfait bien enchaîné, 
c'est-à-dire tel que, entre deux quelconques de ses points, on 
puisse établir une chaîne dont les sommets sont tous des points de 
l'ensemble et dont les chainons sont tous inférieurs à €, quel que 
soit «. Un ensemble parfait bien enchainé est dit continu; il est super- 
ficiel où linéaire suivant qu’il renferme ou non des points inté- 
rieurs (c’est-à-dire dont tout un certain entourage appartient à l’en- 
semble). C'est l’ensemble continu linéaire qui est la ligne cantorienne. 

Y a-t-il identité entre les deux définitions? Toute ligne cantorienne 
est-elle une ligne de M. Jordan et inversement? La réponse est néga- 
tive. Chacune des définitions est en même temps plus et moins géné- 
rale que l’autre. Il y a, par exemple, des courbes de M. Jordan 
(courbes de Peano) qui ne sont pas des continus dinéaires. Et, au con- 
traire, on entrevoit la possibilité de compliquer tellement une ligne 
de M. Cantor qu'il paraisse difficile de cheminer dessus au moyen de 
fonctions continues : prenons, par exemple, deux ensembles parfaits 
non denses sur les deux segments o-1 de l’axe des æ et de l’axe 
des y. En chacun de leurs points, élevons une perpendiculaire à 
chacun des axes, de longueur 1 par exemple; nous obtenons une 
ligne de M. Cantor. Est-ce une ligne de M. Jordan? Je n’en sais rien, 
mais c’est bien invraisemblable à première vue. Un exemple plus 


3 = . I 

simple est fourni par la courbe y = sin - 1: mplète par ses 
"| ee P y n— que l’on complete p 

points limites. 


2. Voici donc la question que nous devons nous poser d'après ce 
qui précède : Que faut-il ajouter à chacune des deux définitions pour 
que les deux définitions nouvelles définissent les mêmes étres? Une 
solution évidente de ce problème consiste à ajouter à chacune des 
définitions les termes de l’autre; mais cela n’ajouterait pas grand’- 
chose à notre connaissance du continu et cela ne nous serait d'aucun 
secours dans les applications. Je me propose, au contraire, sans 
résoudre entièrement la question précédente, de chercher l'équivalent 
en langage cantorien de la notion de la ligne simple ou sans points 
multiples de M. Jordan. J'indique ensuite quelles autres questions 
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on pourra encore se poser. J’étudie enfin la frontière d’un continuum 
et je montre que c’est en général une ligne au sens de M. Jordan. 

Je dis en general seulement, car une restriction apparaitra dans la 
démonstration quiremplace l’allseitige Erreichbarkeit de M. Scheenflies. 
Cette restriction est nécessaire ('), mais je la formule d’une façon 
bien différente de celle de M. Schænflies. 


Ensemble continu irréductible. 


3. Soient un ensemble continu E, a et b deux points de l’ensemble. 
Je dirai que cet ensemble est imnépucriBLe entre a et b s'il n'existe aucune 
portion continue de E qui contienne a et b. Par exemple, un are de 
cercle, un segment de droite, une ligne brisée ne se coupant pas elle- 
méme, sont des continus irréductibles entre leurs extrémités. Un 
ensemble continu superficiel n’est jamais irréductible entre deux de 
ses points (7). Done les ensembles irréductibles sont des lignes can- 
toriennes. 

Considérons une ligne de Jordan définie par les équations 


== Jil); y=9(6); 


supposons qu’elle ne couvre pas une aire, et cherchons à quelles con- 
ditions c’est un continu irréductible. Il faut d’abord qu'elle n'ait pas de 
point double (car, si un point double correspond aux valeurs ¢,, 4, 
il suffira d’enlever tous les points qui répondent aux valeurs de ¢ 
entre ¢, et £, pour avoir un continu contenant a et b); il faut encore 
qu’elle ne dépasse pas a et b, c'est-à-dire que nous ne gardions que 
les valeurs de ¢ comprises entre celles qui correspondent aux points a 
et b. Ces conditions sont suffisantes. Soit, en effet, une ligne répon- 
dant à ces conditions, et supposons que a et b correspondent à ¢ — 0, 
t— 1. Essayons de supprimer des points de la ligne de facon à avoir 
un continu et montrons que c’est impossible. Si nous voulons enlever 


(1) Voir, par exemple, H. Lesescur, Palermo Rendiconti, t. XXIV. 
(2) Car sim est un point intérieur différent de a et b, en enlevant les points intérieurs 
à un petit cercle de centre m, on obtient un ensemble continu qui contient encore a et 0. 
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un point m répondant à la valeur ¢,, il est nécessaire d'enlever aussi 
les points voisins, sans quoi l’ensemble restant ne serait pas fermé. 
Certains de ces points voisins répondent à des valeurs de ¢ voisines 
de t, (peut-être pas tous). Excluons donc les points répondant aux 
valeurs de ¢ comprises entre 4 — x et 4,+f, en gardant ceux qui 
correspondent aux valeurs ¢,—% et 4+ 8. Je dis que l’ensemble 
restant n’est pas continu. En effet, l’ensemble qui correspond aux 
valeurs o<¢<¢,—a est un continu; de même, l’ensemble qui 
correspond aux valeurs ¢,+$<¢<1. Or, pour que la réunion de 
deux continus donne un continu, il faut et il suffit qu'ils aient un point 
commun ('); il faudrait done que la ligne ait des points multiples, ce 
que nous ne supposons pas. D'où ce résultat : 


Toute ligne simple non fermée, au sens de M. Jordan, est un continu 
irréductible entre ses extrémités. 


Je vais montrer que, moyennant une réserve, la réciproque est 
vraie, et nous en conclurons qu'il y a à peu prés identité entre les deux 
notions de ligne simple de M. Jordan et de continu irréductible. 


4. Je démontrerai d’abord les lemmes suivants : 


1° Un continu trréductible est l’ensemble limite d’une ligne de Jordan. 


Soit C un continu irréductible entre a et 6. Considérons l’ensemble 
des points du plan qui sont a une distance de C inférieure à e. C’est 
un continuum. Considérons une ligne allant de a et b sans sortir de 
ce domaine. On peut, évidemment, choisir pour cette ligne une ligne 
simple de M. Jordan; on peut même prendre une ligne brisée inscrite 
dans C. Soit L, une telle ligne. Faisons tendre € vers o. Nous obte- 
nons un ensemble de lignes L. Je dis que l'ensemble limite est C. En 
effet, d'abord l’ensemble limite est continu et contient a et b d’après 
un théorème connu. Je dis que tout point limite appartient à C. Soit, 
en effet, m un point limite. On peut déterminer € de façon que l'écart 
de m à la ligne L, soit inférieur à un nombre donné 7, sinon pour 
toutes les valeurs de « inférieures à l’une d'elles, au moins pour une 
een ee ee à à à à ee ù On 


(1) Cela exige, bien entendu, que la ligne ne soit pas fermée. 


ns 


owe 
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infinité d’entre elles tendant vers zéro. Cet écart est la distance de ma 
un certain point p de L,, et ce point est à une distance de C inférieure 
à e. Or, l'écart de maC est inférieur à la somme de la distance de m 
à p et de l’écart de p à C, c’est-à-dire à € + n. L'écart de m à C peut 
donc être rendu inférieur à tout nombre donné. Donc m est sur C, 
puisque C est fermé. : 

Alors, l’ensemble limite de EL, est un continu qui contient a et b, et 
qui ne contient que des points de C; il coincide donc avec C, puisque C 
est irréductible. 


2° Si l’on décompose un continu C irréductible entre a et b en deux 
continus ayant un et un seul point commun c, chacun d'eux est irréduc- 
tible, l’un entre a et c, l’autre entre b etc. 


D'abord l’un des deux continus, C,, doit contenir a, et l’autre, C,, b, 
car, si a et b étaient sur C,, C ne serait pas irréductible. Je dis que C, 
est irréductible entre a et c. Supposons, en effet, qu'il existe une por- 
tion T, de C, continue et contenant a et c; l’ensemble F,+ C, sera 
continu comme somme de deux continus qui ont un point commun c; 
il contiendra a et b; et c’est une portion de C; en effet, les points que 
nous avons exclus de C, ne peuvent se retrouver sur C,, puisque C, 
et C, n’ont que ¢ en commun. Done C ne serait pas irréductible. 


30 Soient C un continu irréductible entre a et b, c un point quel- 
conque de C; il est possible et d’une seule manière de décomposer CG en 
deux continus ayant c pour seul point commun (et qui, par suite, seront 
irréductibles l’un entre a et c, l’autre entre b et c). 

Tracons, en effet, une ligne (de Jordan) partant de c et s’éloignant 
à l'infini dans les deux sens. On peut toujours la choisir telle qu’elle 
sépare a et b, c’est-à-dire qu'on ne puisse aller de a en 6(') sans ren- 
contrer la ligne et qu’elle n’ait pas avec C d'ensemble continu commun 
contenant c. Pour fixer les idées, nous prendrons une droite L. Parmi 
les droites passant par c, il y en a bien qui remplissent les conditions 
précédentes (*). 

Considérons alors le domaine D,, lieu des points dont l'écart à Cest 


(1) Par un chemin continu. 
(2) Sans quoi C comprendrait une aire autour de c. 


Ann. Ee. Norm., (3), XXVI. — NOovEMBRE 1909. 62 
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inférieur à e: ce domaine contient C à son éntérieur. Comme il ne 
s'étend pas à l'infini, L sort de D des deux côtés. Soient, sur chacune 
des demi-droites séparées par c sur L, « et 6 les premiers points de 
rencontre de L avec la frontière extérieure de D. Ces premiers points 
existent, car les points d’intersection de L et de la frontière D (qui est 
continue) forment un ensemble fermé, et c n’est pas un point de cet 
ensemble, car c est intérieur (au sens étroit) à C. 

Désignons par A. le domaine intérieur à la frontière extérieure 
de D.. Ce domaine comprend entièrement D. et a pour toute frontière 
la frontière extérieure de D.. On peut voir alors, je laisse ce point de 
côté, que la droite «8 qui joint deux points de la frontière de A et n’a 
pas d’autre point commun avec elle détermine dans A deux domaines 
séparés A‘, AS, dont la somme est A., chacun ayant pour frontière af 
et une portion de frontière de A. L’un de ces domaines contient a, 
l’autre 6. 

Donnons à une infinité dénombrable de valeurs tendant vers zéro. 
Je dis que A, a pour limite C. D’abord l’ensemble limite est continu 
et contient a et 6, donc C. Soit m un point extérieur à C. On peut 
trouver une ligne allant de m à l'infini et ne rencontrant pas C. Lais- 
sons encore de côté pour un instant la démonstration de ce point. 
Sur cette ligne, l’écart des différents points à C admet une borne 
inférieure 60. Quand € sera inférieur à 4, la ligne sera done sans 
point commun avec D, et, par suite, extérieure à A, puisqu'elle part 
de l'infini; m est donc extérieur à A et, par suite, ne peut appartenir 
à l’ensemble limite de A. 

Chacun des domaines A°, AS a aussi un continu limite; l’un con- 
tient a etc, l’autre / et c. La démonstration sera achevée si je montre 
que le seul point commun est c. Or, pour qu’un point de C soit 
commun, il faut qu’il appartienne pour les petites valeurs de ¢ à A; et 
à A), c'est-à-dire à leur partie commune «3. Il faudrait donc que A, A, 
alent constamment en commun un segment five de L (entourant c); 
ce segment appartiendrait à A, quel que soit €, donc à sa limite, 
done à C, ce qui est absurde puisque € et L n’ont pas un continu 
commun. 

En résumé, les continus limites de A, et A, sont deux portions de C, 
dont Ja somme donne C et qui n’ont que c en commun. 


nà 
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5. Je dis que cette décomposition n’est possible que d’une manière. 
Soient, en effet, deux autres continus I, et F, ayant c pour seul point 
commun, et supposons que a soit dans T,, b dans T,. Je dis que C, est 
identique à l,. Appelons, en effet, C! la partie commune à T, et C,; 
C, la partie commune aT, et C,; C! contient a et c, C! contient c: les 
deux ensembles C/, C!, intersections d’ensembles fermés, sont fermés. 
Ils ont ¢ pour seul point commun. Or, il est bien facile de montrer que 
la somme de deux ensembles fermés ayant un seul point commun ne 
peut etre continue que s'ils sont tous deux continus (l’un pouvant 
se réduire à un point). Done C} et C! sont continus ou réduits à un 
point, et, comme C' contient deux points a etc, il est continu. C’est 
done une portion continue de C,. C’est done C, puisque C, est irréduc- 
tible. Done T, contient C,; de même F, contient C,, et comme I, +T, 
est identique à C, + C, et quel, et TV, n'ont qu'un point conmun, V, est 
identique à C, et T, à C,. 


6. J'arrive alors au théorème que j'ai en vue. Il est bien connu 
que l’on peut toujours prendre dans C un ensemble dénombrable de 
points qui, joint à son dérivé, coincide avec C. Par exemple, enfer- 
mons les points de C dans un nombre limité de cercles ayant pour 
centres des points de C et de rayon r. Considérons les centres de ces 
cercles. Recommencons en donnant à 7 une valeur plus petite et, en 
général, une infinité dénombrable de valeurs tendant vers zéro. Nous 
obtenons une infinité dénombrable de centres, et tout point de C est 
ou bien un centre ou bien un point limite de centres. 

Rangeons donc en série linéaire l’ensemble dénombrable de centres 
obtenu ainsi, soit u,u,...u,.... En appliquant le théorème précédent, 
on peut dire sous une forme simple que u, divise C en deux arcs 
(c’est-à-dire deux continus contenant l’un a et u,, l’autre b et u,, sans 
autre point commun que &,); uw, appartient à l’un de ces arcs, bu, par 
exemple, et, comme bu, est irréductible, u, le divise en deux arcs; 
u, appartient à un des trois arcs obtenus et le divise en deux, et ainsi 
de suite. Alors tout point de C ou bien est l’un des 4, ou bien appar- 
tient à chaque stade de la subdivision à un arc bien déterminé (puisque 
la décomposition se fait d’une seule manière); les ares qui contiennent 
un point donné m sont tels que chacun contienne tous les suivants. 
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C’est ici qu’apparait la restriction que j'ai en vue : il n’est pas cer- 
tain que ces arcs contenant un point donné tendent vers zéro. Ce qui 
est certain, c’est que, m étant limite des u, les deux extrémités d’un are 
contenant m ont pour point limite le point m; cela, tout au moins, est 
facile à voir. Mais cela n'implique pas que l’arc tout entier ait m pour 
seul point limite. Ajoutons donc à l'hypothèse que le continu donné 
est irréductible la suivante : tout are contenant un point m (ce qui a 
un sens précis d’après ce qui précède) peut étre enfermé dans un 
cercle dont le rayon tend vers zéro en même temps que la distance de m 
aux extrémités de l’are. Nous dirons d’un tel continu irréductible qu'il 
est absolument ou complétement fermé. 

Faisons alors correspondre à u, le point = du segment o-1; à w, le 


point ; ou D suivant que uw, est sur au, ou sur bu,, ..., en général, 
à u,, le milieu du segment dont les extrémités correspondent aux 
deux points u dont l’arc renferme u, ('); à chaque uw répond un point 
déterminé ¢ du segment o-1 et ces points se suivent dans le même 
ordre que les # correspondants. A chaque point m de C nous pourrons 
faire correspondre un point du segment o-1, savoir /e point limite 
des points # auxquels répondent les extrémités successives des arcs 
qui contiennent m. Ce point limite est unique, car les arcs ¢ s’em- 
boitent les uns dans les autres et tendent vers zéro comme les ares u. 

Donc, l’abscisse et l’ordonnée d’un point de € sont des fonctions de 
l’abscisse du point » correspondant sur le segment o-r, et il est 
manifeste que ces fonctions sont continues. L'ensemble C est done 
une ligne de Jordan. 


7. Je reviens maintenant sur la démonstration des points que j'ai 
laissés de côté pour qu’on puisse suivre plus aisément la démonstra- 
tion. Ils sont bien intuitifs, mais comme, dans cet ordre d'idées, c’est 
le paradoxe qui est la règle et le naturel l'exception, il faut les démon- 
trer en toute rigueur. 

Voyons d’abord dans quel cas la somme de deux ensembles 
fermés E, F ayant un seul point commun peut être continue. Je dis 


(1) Au moment où uw, s’introduit pour la première fois. 


né dl À ni dé. 
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que E et F sont bien enchainés. Supposons, par exemple, que E soit 
mal enchaîné entre deux points a et b. L'ensemble S —E +F étant 
continu est bien enchaîné entre a et b; on peut donc lui inscrire un 
polygone de côtés inférieurs à ¢. Le premier sommet a étant sur E 
ainsi que le dernier b, et (pour € assez petit) tous les sommets ne 
devant pas être sur E, on peut trouver quatre sommets du poly- 
gone m, p; p', m'Jouissant des propriétés suivantes : m et p sont con- 
sécutifs ainsi que m’ et p’; m et m’ sont sur E, p et p’ sur F (ces der- 
niers peuvent étre confondus); enfin, tous les sommets avant m sont 
sur E, de même que ceux qui suivent m’. Faisons tendre ¢ vers zéro ; tout 
point & limite de m est limite de p; tout point 6 limite de mm’ est limite 
de p’. Donc « appartient a E et à F (qui sont fermés) et 6 aussi. Done E 
et F ont deux points communs, sauf si « et 8 sont confondus. Mais cela 
est impossible, car alors la distance mm’ pourrait ètre rendue aussi 
petite qu’on veut, et l’on pourrait, au polygone primitif, en substituer 
un autre dont tous les côtés pourraient être rendus inférieurs à tout 
nombre donné et dont tous les sommets seraient sur E, c’est-à-dire 
que E serait bien enchainé. 

Donc nos deux ensembles E, F sont bien enchainés. Étant fermés 
ils sont donc parfaits et, par suite, continus. Ils peuvent d’ailleurs se 
réduire à un point. 

L'hypothèse que E et F ont un seul point commun est indispensable 
pour l’exactitude du théorème. Ainsi, prenons pour E le segment o-1 
et le segment 2-3, et pour F le segment 1-2. La somme est continue 
et Ene l’est pas; E et F ont deux points communs. 


Continu linéaire quelconque. 


8. Je rattacherai les deux autres points de rigueur qui me restent 
à démontrer à l'étude de la frontière d’un continuum, mais je ferai 
auparavant une remarque sur les questions que l’on peut encore se 
poser. Toutes les lignes de M. Jordan sont des continus cantoriens, et 
nous connaissons la condition nécessaire et suffisante pour que ce 
soient de vraies lignes : c’est qu’elles ne remplissent pas une aire. 
Toutes les lignes cantoriennes ne sont pas des lignes de M. Jordan. 
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, ES , 
J'ai, d’une part, trouvé un cas étendu où l’on peut conclure par l’affir- 
mative en apportant une restriction très simple à la définition de 


M. Cantor; j'ai, d'autre part, fait comprendre, et l'exemple de la 
fonction sin = le montre bien, la nécessité de la restriction indiquée 


plus haut, comme l'avait déjà fait M. Schœnflies. Il resterait à étudier 
les lignes cantoriennes qui peuvent se décomposer en une infinité 
dénombrable de continus irréductibles, l'extrémité de chacun coin- 
cidant avec l’origine du suivant. Ce seront là évidemment, moyennant 
la restriction indispensable, des lignes de Jordan, plus nécessairement 
simples. Je signale en passant le lien et les différences de cette 
question avec l'étude des assemblages de lignes en Analysis situs. 


Frontières d'un domaine. 


9. Soit un domaine borné D ne comprenant qu’une seule ligne 
frontière, sa frontière extérieure L. Soient a et b deux points de L, 
et À une ligne (de Jordan) sans point double passant par a et à et toute 
intérieure à D. Je dis que D est la somme de deux domaines D,, D, 
ayant À et des portions de L pour frontière. Considérons pour cela une 
décomposition du plan en carrés dont les côtés sont parallèles aux 
axes; ceux de ces carrés qui ont au moins un point intérieur à D 
forment un domaine A. Ajoutons à À deux lignes s’éloignant à l'infini, 
partant l’une de a, l’autre de b et tout entières extérieures à D; ces 
lignes sortent de A. Considérons ceux des carrés qui renferment au 
moins un point de la ligne ainsi complétée; cette file de carrés A, par- 
tage A en deux domaines séparés A,, A,. Quand les côtés des carrés 
tendent vers zéro, il est manifeste que A a D pour limite; A,, A,, A, ont 
séparément trois continus limites dont la somme doit être D. Or, A, a A 
pour limite (et aucun point des lignes ajoutées, car ces points sont 
hors de D). Donc A, et A, ont deux continus limites D,, D, ayant en 
commun la ligne A et pas d’autre point; leur somme est D. Soit enfin 
un point m frontière de D, ; dans son voisinage, il y a des points exté- 
rieurs à D, et, par suite, appartenant soit à l'extérieur de D (alors m 
est sur L), soit à D, (alors m est sur À). La frontière de D, est done 
formée de À et d’une portion L, de L; celle de D,, de À et du reste L, 


és ii is à 
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de L. De plus, ni L, ni L, ne peuvent disparaitre, car [A seule ne sau- 
rait étre frontiére d’un domaine. Enfin, L, et L, sont continus, comme 
limites de portions continues des ate de A, et A,. 


10. Je me trouve avoir démontré en même temps que la frontière 
extérieure d’un domaine peut se décomposer en deux continus ayant 
seulement deux points communs a et b. 

Je dis que, lorsqu'on effectue une telle décomposition, chacun des con- 
unus obtenus est séparément irréductible entre a et b. 

Soit L la frontière du domaine D, décomposée en L, et L,, ensembles 
continus ayant a et b pour seuls points communs. Supposons qu’il 
existe une portion continue À, de L, qui contienne a et 6. Formons 
A, +L,, c'est là une ligne cantorienne. Prenons un point de L, dis- 
tinct de a et b. On peut tracer un cercle ayant ce point pour centre, 
ne contenant aucun point de L, ni, par suite, de 4,, et, d’autre part, ce 
cercle renfermera un point m intérieur à D. Considérons le domaine A, 
ensemble des points du plan qu’on peut attendre en partant du point m 
sans rencontrer ni À, ni L,. La frontière de ce domaine comprend EL, 
et une portion de À,. De plus, il existe des points, m par exemple, 
intérieurs à la fois à D et A, et des points p (le point à l'infini par 
exemple) extérieurs à D et A. Je dis que D est identique à A. Suppo- 
sons, par exemple, qu'il existe un point uv. intérieur à A, extérieur à D; 
il existe une ligne joignant up sans rencontrer la frontière de D, 
puisque pu et p sont extérieurs à D; a fortiori ce chemin ne rencon- 
trera pas la frontière de A, et c’est absurde puisque & et p sont dans 
des régions différentes de A. De même, s’il existait un point x exté- 
rieur à A, intérieur à D, on pourrait trouver un chemin mz qui ne 
rencontre pas la frontière de D, ni, par suite, celle de A, ce qui est 
absurde. Donc D et A sont identiques, donc ils ont même frontière. 
Il existe donc une portion de À, qui est identique à L,. Cela n’est 
possible que si A, coincide avec L,. 

Si l’on pouvait démontrer que pour la frontière la condition d’être 
un ensemble absolument fermé est vérifiée, on en déduirait que la 
frontière est une ligne de Jordan. La chose est d’ailleurs inexacte, et 
il faut ajouter expressément cette condition pour pouvoir conclure 
que la frontière d’un continuum est une ligne de Jordan simple fermée 
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41. Il me reste encore à établir le théorème dont je me suis servi 
plus haut : 


Étant donné un continu irréductible L et un point m hors de L, on 
peut trouver un chemin joignant m au point a | ‘infini el ne rencon- 
trant pas L. 


Ce qui peut encore s’énoncer ainsi : 


L'ensemble des points qui n’appartiennent pas à un continu irréduc- 
tible donné est un continuum. 


Supposons qu’on ne puisse pas, en partant de m, atteindre le point 
à Vinfini sans rencontrer L. Alors l’ensemble des points qu’on peut 
atteindre forme un continuum borne dont la frontière ne peut, évi- 
demment, comprendre que des points de L. Il y a donc une portion À 
de L qui est la frontière extérieure d'un domaine. Supposons que a 
et b soient sur À. Alors, on peut trouver une portion continue de À 
et, par suite, de L qui renferme a et b, et L n’est pas irréductible. 

Supposons que ni a ni b ne soient sur À (on traite d’une façon ana- 
logue le cas plus simple où a seul est sur À). L'ensemble L étant bien 
enchainé, on peut former une chaine de a à b. Alors, de deux choses 
l’une : ou bien cette chaîne ne comprendra jamais de point voisin 
de À (*). Dans ce cas, l’ensemble limite de cette chaîne est continu, 
portion de L (puisqu'il ne comprend pas A), et il contient a et b, ce 
qui est absurde; ou bien, quelque petit que soit le chainon e, il y aura 
toujours sur le polygone inscrit des sommets qu’on peut supposer 
appartenir à À. Sur chacun des polygones il y a alors un premier 
sommet sur À, soit m, et un dernier, soit p. La ligne brisée am et la 
ligne bp ont pour limites deux continus portions de L, dont on pourra 
ne garder qu’une portion ay, tb; au. et tb n'ayant respectivement 
qu'un point, a, =, commun avec À. On peut trouver une portion con- 
tinue de A contenant u et 7; appelons-la ur. L'ensemble au +ur+Tb, 
somme de trois continus qui ont deux a deux un point commun, est 
continu, il contient a et b, c’est une portion de L; il y a donc contra- 
diction. 
a ee ee ee eee 


(1) C'est-à-dire que la plus petite distance de ces points à À ne tendra pas vers zéro 
en même temps que le chainon e. j 


= RL in ni sin 
Var 
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12. Ainsi se-trouve éclaircie la place à part occupée parmi les 
ensembles continus par ceux qui peuvent être frontières d’un domaine 
ou partie de cette frontière. J’ai déjà appelé l'attention là-dessus il y a 
quelques années. J’ai cru devoir y revenir avec quelques détails. Il 
pourra sembler superflu d’insister longuement sur des remarques qui 
dérivent de notre sens de continuité ; à cela, on peut répondre que les 
études de ce genre ont surtout pour but d’éclaircir un peu cette notion 
vague de la continuité et qu’il importe, par conséquent, de tout établir 
sans y faire appel. 
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ESPACE ET TEMPS, 


Par Hermann MINKOWSKI Cor 


CONFERENCE FAITE A LA 80° REUNION DES NATURALISTES ET MÉDECINS 
ALLEMANDS A COLOGNE LE 21 SEPTEMBRE 1908. PUBLIÉE PAR LES SOINS 
DE M. A. GUTZMER (?) (B.-G. TEUBNER, LEIPZIG, 1909). 


TRADUIT PAR MM. A. HENNEQUIN ET J. MARTY, 


Anciens Élèves de l’Ecole Normale supérieure. 


Messieurs! La conception de l’espace et du temps que je voudrais 
développer devant vous a grandi sur le sol de la Physique expérimen- 


(1) H. Minkowski, enlevé prématurément à la Science qu'il cultivait avec tant d'éclat, 
a été un collaborateur des Annales de l’École Normale’ supérieure. Nous avons tenu à 
rendre un dernier hommage à sa mémoire, en publiant une traduction de la belle 
conférence qu'il a faite l’année dernière sur Æspace et Temps. (Note de la Rédaction.) 

(2) La conférence sur Espace et Temps faite par Minkowski à Cologne est la dernière des 
créations de son génie. Il ne lui a malheureusement pas été donné de mener à bonne fin 
son hardi projet : construire une Mécanique où le temps vient se coordonner aux trois 
dimensions de l’espace. Le 12 janvier 1909, en pleine production, l’auteur a été ravi à la 
Science; un tragique destin a arraché, dans la force de l’âge, à l'affection des siens et de 
ses amis, un homme qu’on aimait, un savant qu'on estimait. 

L'intérêt vif et éclairé qu'avait fait naître sa conférence avait causé a Minkowski le 
plus grand plaisir. Il désirait par une édition spéciale mettre son exposé à la portée d’un 
publie plus étendu. C’est un douloureux et pieux devoir d'amitié pour la librairie B.-G. 


Teubner et pour le soussigné que de remplir, par cette publication, le dernier vœu du 


disparu. A. GUTZMER. 
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tale. C’est ce qui fait sa force. La tendance en est radicale. Dès main- 
tenant, l’espace indépendant du temps, le temps indépendant de 
l’espace ne sont plus que des ombres’ vaines; une sorte d'union des 
deux doit seule subsister encore. 


Je voudrais d’abord indiquer comment, à la rigueur, par des consi- 
dérations de pure Mathématique, on aurait pu passer de la Mécanique 
actuellement admise aux idées nouvelles sur l’espace et le temps. Les 
équations de la Mécanique newtonienne présentent une double inva- 
riance; elles conservent leur forme, d’abord si l’on donne dans 
l’espace au trièdre fondamental des coordonnées une position quel- 
conque ; on peut modifier d'autre part son état de mouvement et lui 
imprimer n'importe quelle translation uniforme ; l'origine du temps ne 
joue enfin aucun rôle. On considère, d'habitude, comme définitifs les 
axiomes de la Géométrie lorsqu'on se sent mur pour les axiomes de la 
Mécanique, et ceci fait que les deux invariances sont bien rarement 
énoncées d’un seul trait. Chacune d’elles implique un certain groupe 
de transformations pour les équations différentielles. L'existence du 
premier groupe est tenue pour un caractère fondamental de l’espace. 
Le second groupe est de préférence traité avec quelque dédain; on ne 
peut décider à partir des phénomènes physiques si l’espace supposé 
au repos n'est pas en fin de compte en translation uniforme, mais 
c'est d’un cœur léger qu’on évite cette difficulté. Ainsi, les deux 
groupes à côté l’un de l’autre mènent deux existences absolument 
séparées. Leur caractère hétérogène a effrayé sans doute et détourné 
de les combiner. Or, c'est justement le groupe total résultant qui nous 
donne matière à penser. 

Nous allons chercher à rendre les rapports sensibles par une repré- 
sentation graphique. Soient a, y, s des coordonnées rectangulaires 
pour l’espace; ¢ désignera le temps. Les objets de notre perception ne 
sont jamais que lieux et temps réunis; il n’est arrivé à personne de 
voir un lieu autrement qu’à un certain moment, d'observer un temps 
autrement qu'en un lieu. Cependant je respecte encore le dogme 
qu'espace et temps ont une signification indépendante. Je vais nom- 


= 
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mer un point de l’espace réuni à un point du temps, c'est-à-dire un 
système de valeurs æ,Y,3, tun point de l'univers (Weltpunkt). L'univers 
(Welt) sera l’ensemble de toutes les valeurs imaginables a, y, 3, 4. 
Rien ne m’empéche, d’une craie audacieuse, de jeter sur le Tableaules 
quatre axes de l'univers. Déjà la considération d’un axe constitué en 
réalité de molécules vibrantes, emporté par la terre dans son voyage 
dans l'infini, exige une abstraction assez grande. Celle un peu plus 
considérable liée au nombre 4 ne peut effrayer un mathématicien. 

Pour ne laisser de vide béant nulle part, nous voulons nous repré- 
senter en chaque lieu et à chaque instant quelque chose de percep- 
tible. Afin de ne parler ni de matière ni d'électricité, j’emploierai pour 
ce quelque chose le mot substance. Nous porterons notre attention 
sur le point substantiel situé au point de l’univers x, y, z, ¢ et nous 
nous supposerons en état de reconnaitre, à tout autre moment, ce 
même point substantiel. A l'élément de temps dt correspondront les 
variations dx, dy, ds des coordonnées du point dans l’espace. Nous 
obtenons alors, comme image en quelque sorte de l’éternelle vie de 
notre point substantiel, une courbe dans l’univers, une Ugne de l’uni- 
vers (Weltlinie) dont les points se laissent uniformément représenter 
en fonction du paramètre ¢ variant de — + à +. L'univers tout en- 
tier apparait comme décomposé en pareilles courbes, et je voudrais 
vous dire tout de suite, par anticipation, qu'à mon avis les lois de la 
Physique s'expriment de la manière la plus parfaite par des correspon- 
dances entre les différentes lignes de l’univers. 

Grâce aux notions de temps et d'espace, la multiplicité a, y, z dans 
t—o et ses deux côtés 1 >0, t<o se séparent les uns des autres. 
Supposons fixe, pour plus de simplicité, l'origine des temps et de 
l’espace: le premier groupe de la Mécanique indique que nous pouvons 
imprimer aux axes des a, y, z une rotation quelconque autour de 
l’origine, et ceci correspond aux substitutions linéaires homogènes qui 
laissent invariante la forme 


a+ y+ 2°. 


Le second groupe, au contraire, nous montre que sans changer 
l’expression des lois de la Mécanique nous pouvons remplacer 


Si NS par xa—gat, y—Bl, 2—yt, À, 
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OL, 8, + étant des constantes quelconques. On peut, en d’autres termes, 
donner à l’axe des temps une direction absolument arbitraire dans le 
demi-univers supérieur { > 0. Quel rapport a donc maintenant l’exi- 
gence de l’orthogonalité dans l’espace avec cette complète liberté de 
l'axe des temps vers le haut? 

Pour mettre en évidence cette relation, prenons un paramètre post- 
tif c et considérons la surface 


9 42 2 


CP—xr—y?—P=!. 


Elle est constituée par deux nappes que sépare ¢ =o; c’est l’ana- 
logue d’un hyperboloide à deux nappes. Considérons celle de ces 
nappes qui est située dans le domaine ¢> 0, et concevons les substitu- 
tions linéaires et homogènes de x, y, z,¢ en quatre nouvelles variables 
x’, y’, 3’, t telles que l’expression ci-dessus reste invariante. De ces 
transformations, font évidemment partie les rotations de l’espace au- 
tour de l’origine. Nous aurons une idée parfaite des autres transforma- 
tions en étudiant simplement celles qui laissent invariants y et 3. 
Nous dessinons (fig. 1) la section de la nappe par le plan des xt, 


At 


p' ki 
~PLIP 92% 


c'est-à-dire la branche supérieure de l’hyperbole c2z2 — v2?=1, avec 
ses asymptotes. Soit, de plus, un vecteur quelconque OA’ issu de l’ori- 
gine ayant son extrémité sur cette branche; menons jusqu’en son 
intersection B’ avec l’asymptote de droite la tangente en A’ à l’hyper- 
bole; complétons le parallélogramme OA‘B’C’ et prolongeons enfin 
BC’ jusqu’en D’, intersection avec l’axe des æ. Prenons OC’ et OA’ 
comme axes de coordonnées parallèles a’, £’ avec des unités choisies 


de telle sorte que OC’ =1, OA'— =) et notre branche d’hyperbole con- 
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serve de nouveau l'équation c?¢?— v?=1, t’>o;le passagedea, y, z,¢ 
à æ', y, 3, l'est une des transtormations cherchées. Ajoutons aux 
transformations que nous venons ainsi de caractériser des translations 
arbitraires pour l’origine des espaces et des temps, et nous constituerons 
ainsi évidemment un groupe dépendant de c; je le désignerai par G,. 


° 5 + : À . I 
Faisons maintenant croître c indéfiniment : £ tendra vers o et la 


figure montre tout de suite que la branche d’hyperbole se rapproche 
de plus en plus de l'axe des x, tandis que l'angle des asymptotes aug- 
mente et tend vers deux droits. La transformation considérée, à la 
limite, devient une transformation telle que l'axe des ¢’aune direction 
arbitraire vers le haut, l'axe des +’ étant aussi voisin qu’on veut de 
l'axe des x. De là, résulte évidemment que le groupe limite de G, pour 
c=, c'est-à-dire le groupe G,, donne précisément le groupe total 
appartenant à la Mécanique newtonienne. En raison de ce fait, et 
comme, mathématiquement, G, est plus facile à comprendre que G., un 
mathématicien, laissant à sa fantaisie libre cours, aurait bien pu avoir 
l'idée que les phénomènes physiques présentent une invariance, en 
définitive, non par rapport au groupe G,, mais plutôt pour un groupe 
G, où c a une valeur déterminée, finie, cette valeur mesurée avec les 
unités ordinaires étant simplementextrémement grande. Une telle idée 
eût été un beau triomphe pour la Mathématique pure. Mais, bien que la 
Mathématique ne fasse preuve ici que d’esprit d'escalier, il lui reste 
pourtant une satisfaction : grâce à ses bons antécédents et à l’acuité 
exercée de ses sens, elle a pu sur-le-champ voir les profondes consé- 
quences d’une telle réforme dans notre conception de la nature. 

Je vais faire remarquer tout de suite de quelle valeur de c il s’agit 
en définitive; c n’est autre chose que la vitesse de propagation de la 
lumière dans l’espace vide, ou bien pour ne parler ni de vide, ni 
d'espace, nous pouvons considérer cette grandeur comme le rapport 
des unités de masse électrique dans les deux systèmes électrostatique 
et électromagnétique. 

Une invariance des lois naturelles, par rapport au groupe G, en 
question, peut s’expliquer comme il suit: _ 

Par des approximations successives et de plus en plus précises, on 
peut trouver, pour l’ensemble des phénomènes naturels, un système 
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de comparaison x, y, = et ¢, espace et temps, au moyen desquels ces 
phénomènes se représentent par des lois définies. Ce système de com- 
paraison, par contre, n’est pas du tout déterminé par les phénomènes 
d’une manière unique. — On peut modifier le système de comparaison 
conformément aux transformations du groupe G,, arbitrairement, sans 
que l'expression des lois naturelles subisse la moindre modification. 

On peut, par exemple, en se reportant à la figure que nous venons 
de tracer, nommer £ le temps; mais alors nécessairement l’espace sera 
défini par l’ensemble des trois paramètres a’, y, 3, si bien que les lois 
physiques avec +’, y, 3, ¢’ s’exprimeront de la même manière qu'avec 
x,y, 5, ¢. Hsuit de là que dans l'univers nous n’aurons plus main- 
tenant un espace, mais bien une infinité, de la même manière qu'il 
existe dans un espace à trois dimensions une infinité de plans. La Géo- 
métrie à trois dimensions devient un Chapitre de la Physique à quatre 
dimensions. Vous reconnaissez pourquoi au début je disais : l’espace 
indépendant du temps, le temps indépendant de l’espace ne sont plus 
que des ombres vaines ; il ne subsiste que l'univers. 


ji; 


Une question maintenant se pose. Quelles sont les raisons qui nous 
obligent à adopter la nouvelle conception de l’espace et du temps? -- 
N’est-elle jamais en contradiction avec les apparences? procure-t-elle 
enfin quelque avantage pour la description des phénomènes? 

Avant d’entrer dans le sujet, faisons ici une remarque importante. 
Si nous supposons espace et temps individualisés d’une manière quel- 
conque, à un point substantiel en repos correspond comme ligne de 
l'univers une parallèle à axe des ¢, à un point qui se meut d’un mou- 
vement uniforme correspond une droite inclinée sur l’axe des ¢, à un 
point substantiel qui se meut d’une manière non uniforme correspond 
une courbe gauche quelconque dans l'univers. Considérons alors en 
un point de Punivers arbitraire x, y, z, & la ligne de l'univers que par- 
court ce point. Si la tangente est parallèle à l’un des vecteurs OA’ que 
nous avons considérés plus haut, nous pouvons prendre OA’ comme 
nouvel axe des temps, et grace à notre concept d’espace et temps la 


~~ 7 = —— 
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substance placée au point de l’univers dont il s’agit semble en repos. 
Introduisons maintenant l’axiome fondamental suivant : 


La substance qui se trouve en un point quelconque de l'univers peut, 
par un choix convenable de l'espace et du temps, étre toujours considérée 
comme au repos. 


L'axiome signifie qu’en chaque point de l'univers l'expression 


c? di? — dx — dy°— dz? 


est toujours positive, ou ce qui revient au même que la vitesse ¢ est 
toujours plus petite que c. c est ainsi une limite supérieure pour la vi- 
tesse de tout point substantiel et c’est en cela justement que consiste 
sa vraie signification. A première vue, sous cette seconde forme, 
Paxiome a quelque chose d’un peu choquant. Mais il ya lieu de penser 
qu’une Mécanique modifiée va maintenant se constituer, dans laquelle 
figurera la racine carrée de cette forme quadratique différentielle, et le 
cas d’une vitesse supérieure à celle de la lumière ne jouera plus qu’un 
rôle analogue à celui des figures à coordonnées imaginaires dans la 
Géométrie. 

La vraie raison pour laquelle on a eu l’idée de l'adoption du groupe 
G, est que les équations différentielles pour la propagation en espace 
vide des ondes lumineuses possèdent ce groupe de transformations ('). 
Mais, d’autre part, la notion de corps solide n’a de sens que dans une 
Mécanique avec le groupe G.. Si l’on a donc une optique avec le groupe 
G, et si l’on suppose d’un autre côté qu’il existe des corps solides, il 
est facile de voir que pour les deux nappes hyperboloïdiques corres- 
pondant à G, et G., une seule direction ¢ pourrait être dessinée; cela 
aurait alors pour conséquence que, dans un laboratoire, avec des appa- 
reils d’optique solides convenablement appropriés, on pourrait obser- 
ver des modifications en donnant des orientations différentes par rap- 
port à la direction de translation de la Terre. Toutes les recherches 
dirigées dans ce sens, particulièrement une célèbre expérience d’in- 
terférences de Michelson, n’ont eu que des résultats négatifs. Pour ob- 


(1) Une application importante de ce fait se trouve déjà chez W. Vorcr, Géttinger Nachr., 
1887, p. 41. 
Ann. Ec. Norm., (3), XXVI. — Novemnre 1909. 64 
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tenir une explication de ce fait, M. A. Lorentz a émis une hypothèse dont 
le succès tient précisément à l’invariance de l'optique relativement au 
groupe G,. D'après Lorentz, chaque corps en mouvement doit, dans la 
direction du mouvement, présenter une contraction dont la valeur pour 


une vitesse ¢ est égale à 1 : \/: — = Cette hypothése a une appa- 
rence extraordinairement fantastique. Car cette contraction n’est pas 
à considérer comme une conséquence de la résistance de l'éther, 
mais bien comme une espèce de présent d’en haut, comme un 
phénomène accompagnant nécessairement le phénomène du mouve- 
ment. 

Je yeux maintenant montrer sur nos figures que Vhypothese de 
Lorentz est absolument équivalente avec notre conception nouvelle de 
l’espace et du temps; elle devient d’ailleurs bien plus facile a com- 
prendre. Faisons abstraction de y et = par raison de simplicité et repré- 
sentons-nous un univers à une seule dimension spatiale; deux bandes, 
l'une verticale comme l’axe des ¢, l’autre inclinée sur l’axe des ¢ (voir 
fig. 1), seront les images du mouvement de deux corps, Pun immobile 
et l’autre en translation uniforme, et qui occupent la même étendue 
dans l’espace. Si OA’ est parallèle à la seconde bande, nous pouvons 
prendre 4’ comme temps, x’ comme coordonnée dans l’espace, et le se- 
cond corps reste au repos, tandis que le premier se meut uniformé- 
ment. 

Imaginons maintenant que le premier corps, supposé au repos, ait 
pour longueur /, c’est-à-dire que la largeur PP de la première bande 
comptée dans la direction de Ox soit égale à JOC, OC étant l'unité de 
longueur sur l’axe des x; imaginons, d’autre part, que le second corps, 
supposé de méme au repos, ait aussi la longueur /; cela veut dire que la 
largeur de la seconde bande, mesurée parallélement à 02’, Q'Q'—10C. 
Nous avons alors dans ces deux corps les images de deux électrons 
égaux au sens de Lorentz, l’un au repos l’autre en translation uni- 
forme. Laissons fixes les coordonnées primitives x, ¢; alors comme 
étendue du second électron nous devons prendre la largeur de la bande 
correspondante mesurée parallèlement à l'axe des x, c'est-à-dire QQ. 
Orilest visible que, Q'Q'étant égal à /OC, QQ = Z0D’. Un calcul facile 


2 : dx 
nous donne, en tenant compte du fait que se pour la seconde bande 
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donc aussi 


Et c'est la le sens de l'hypothèse de Lorentz relative à la contraction 
des électrons dans leur mouvement. Supposons, d'autre part, le second 
électron au repos, c’est-à-dire adoptons comme système de comparai- 
son x’, L'; la longueur du premier sera alors la largeur P’P’ de la bande 
correspondante mesurée parallèlement à OC’, et nous trouverons le 
premier électron raccourci par rapport au second exactement dans le 
même rapport que plus haut. Car on voit sur la figure que 


PPO 20D 100 = ODE OC O0: -PP. 


Lorentz nommait la réunion de x et de ¢ temps local (Ortzeit) de 
l'électron en mouvement uniforme, etl’interprétation physique de cette 
notion lui permettait de rendre plus claire l'hypothèse de la contrac- 
tion. On doit cependant à A. Einstein (') d’avoir le premier reconnu 
d'une manière précise que le temps du premier électron est aussi bon 
que celui du second, c’est-à-dire qu'on doit traiter de la même ma- 
nière £ et {'. Par la, cessait d'exister le temps comme notion déter- 
minée d’une seule façon par les phénomènes. Ni Einstein, ni Lorentz, 
par contre, n’ébranlèrent la notion d'espace, pour la raison peut-être 
que la transformation spéciale où le plan «’¢’ reste confondu avec at 
admet une interprétation possible en supposant que l’axe des x de 
l’espace conserve sa première position. Aussi bien, passer de facon 
analogue par-dessus le concept d'espace ne pouvait être que le fait 
d'une culture mathématique audacieuse. Ce pas en avant était indis- 
pensable pour comprendre vraiment la signification du groupe G,, 
mais le mot postulat de relativité me semble à présent un peu terne 
pour indiquer cette invariance relativement au groupe G,. Le postulat 
prend un sens plus large : les phénomènes ne nous révèlent qu'un 


(1) A. Einstein, Ann. der Physik, t. XVIL, 1905, p. 891; Jahrbuch der Radioaktivitat 
und Elektronik, t. IV, 1907, p.411. 
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univers à quatre dimensions dans l’espace et le temps, tandis que leur 
projection dans le temps ou dans l’espace peut être représentée encore 
avec une certaine liberté; pour cette raison Je donnerai plutôt à cette 
affirmation le nom de Postulat de l’univers absolu ou plus brièvement 


Postulat de l’univers ( Weltpostulat). 


If. 


Le postulat de l’univers permet de traiter les quatre paramètres x, 
y, 3, ¢d’une façon identique. Les formes sous lesquelles se présentent 
les lois physiques y gagnent en clarté; nous le verrons dans la suite. 
Avant tout, la notion d'accélération apparait avec un relief tout parti- 
culier. 

Je vais user d’un langage géométrique, qui se présente de lui-même 


si l’on fait implicitement abstraction de z dans le système a, y, 2. Je 
suppose un point quelconque de l’univers O pris pour origine. 
Le cône de sommet O 


ett— gt— y?— 220 ; 
se compose de deux nappes, l’une pour laquelle les valeurs de ¢ sont 
, 
< 0, l'autre, pour laquelle les valeurs de ¢ sont > 0. La première, 
cône antérieur (Vorkegel) de sommet O, se compose, dirons-nous, de 
: ; alae 

tous les points de l’univers qui envoient de la lumière en O, la 
deuxiéme, cone posterieur (Nachkegel) de sommet O, de tous les points 
qui reçoivent de la lumière de O. Le domaine limité par le cône anté- 
rieur seul s’appellera en deçà de O (diesseits von O), celui limité par 


ESPACE ET TEMPS. 509 


le cône postérieur seul, en delà de O (jenseits von O). En delà de O 
se trouve la nappe de l’hyperboloide déjà considérée 


Pc ie y — y (= 10): 


Le domaine extérieur (zwischen) aux cônes estrempli par les hyper- 
boloides à une nappe 


—F=z+y + 3? — ct K?, 


la constante Æ* prenant toutes les valeurs positives. Les hyperboles de 
centre O situées sur ces hyperboloïdes vont jouer un rôle important. 
Les branches séparées de ces hyperboles seront désignées brièvement 
du nom d’hyperboles intercalaires (Zwischenhyperbeln) de centre O. 
Une telle branche d’hyperbole considérée comme ligne de l'univers 
pour un point substantiel représenterait un mouvement dans lequel 
la vitesse pour ¢= — et 1 —=+ tend asymptotiquement vers la 
vitesse de la lumière. 

Par analogie avec la notion de vecteur dans l’espace, nommons 
encore vecteur un segment dirigé dans la multiplicité des ay 2, L5 Nous 
avons alors à distinguer entre les vecteurs temps (Zeitartigen Vektoren) 
dirigés de O vers la nappe + F =1, ¢> 0 et les vecteurs espace (Rau- 
martigen ) dirigés de O vers — F = 1. L’axe des temps peut être paral- 
lele à tout vecteur de la première espèce. Tout point de l’univers exté- 
rieur au cône antérieur et au cône postérieur de sommet O, par un choix 
convenable du système de comparaison, pourra être considéré comme 
stmultané avec O, mais aussi bien comme antérieur ou postérieur. Tout 
point de l’univers en deca de O lui sera toujours nécessairement anté- 
rieur, tout point en delà de O postérieur. Le passage à la limite pour 
ce = + correspond à un aplatissement complet de la portion en forme 
de coin extérieure aux cônes, sur la multiplicité plane ¢ = o. Dans les 
figures dessinées on a pris soin de représenter ces cônes avec des ou- 
vertures différentes. 

Décomposons un vecteur quelconque d’origine O d’extrémité (x, y, 
z, ¢) en ses quatre composantes x, y, z, 1. Si deux vecteurs ont pour di- 
rection celle d’un rayon vecteur OR joignant O au point R de l’une des 
surfaces = F =1 et celle d’une tangente RS à cette surface au point 
R, nous dirons que ces deux vecteurs sont normauz entre eux. D'après 
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cela 
elt; — CR a) A me 33] = 0 


est la condition pour que les vecteurs de composantes a, y, =, ¢ et a,, 
Y,, 31, ¢, Soient normaux l’un à l'autre. 

© Pour les intensités des vecteurs des différentes directions, les unités 
doivent être fixées par cette condition qu'un vecteur espace allant de O 
vers — F— 1 ait toujours l’intensité 1, etun vecteur temps qui joint O 


6 AE aca! 
a + F=1,2>0 toujours l'intensité =: 


Imaginons maintenant en un point de l’univers P(a, y, 3, ¢) la ligne 
de l’univers d’un point substantiel qui y passe; à l’élément de vecteur 
temps dx, dy, dz, dt le long de la ligne correspond l'expression 


a= Ve dE — dx? — dy? — dz’. 


L'intégrale [@ = 7 de cette quantité prise sur la ligne de l’univers, 


a partir d’une origine quelconque P, jusqu’a une extrémité variable P, 
s’appellera le zemps propre (Eigenzeit) du point substantiel en P. Sur 
la ligne de l'univers considérons x, y, z, t, c’est-à-dire les compo- 
santes du vecteur OP, comme fonctions du temps propre 7; désignons 
par Ly Vs z, ¢ leurs dérivées premières par rapport à 7, par x, y, z,t 
leurs dérivées secondes par rapport à +, et nommons les vecteurs cor- 
respondants, la dérivée du vecteur OP par rapport à + le vecteur vitesse 
en P et la dérivée du vecteur vitesse par rapport à 7 le vecteur accéle- 
ration en P. On a les relations 


en d’autres termes, le vecteur vitesse est le vecteur temps ayant pour 
direction celle de la ligne de l'univers en P, pour intensité 1, et le 
vecteur accélération en P est normal au vecteur vitesse, par consé- 
quent est toujours un vecteur espace. 

D'autre part, il existe une branche d’hyperbole déterminée ayant 
en commun avec la ligne de l’univers en P trois points infiniment voi- 
sins; ses asymptotes seront les génératrices d’un cône antérieur et 


| 
| 
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d’un cône postérieur (voir fig. 3). Nous appellerons cette branche 
d'hyperbole l’Ayperbole de courbure (Krimmungshyperbel) en P. Si 


M est le centre de cette hyperbole, nous avons ainsi l’hyperbole inter- 
calaire de centre M. Soit 9 l'intensité du vecteur MP; le vecteur accélé- 


: 5 à à Se et 
ration n est autre que le vecteur de direction MP d'intensité —. 


Six, y, z, ¢, sont tous les quatre nuls, hyperbole de courbure se 
réduit a la tangente en P à la ligne de l'univers, et il faut faire 2 = +. 


IV 


Afin de démontrer que l'hypothèse du groupe G, ne conduit à aucune 
contradiction pour les lois physiques, il est indispensable de passer en 
revue toute la Physique bâtie en prenant pour base l’existence de ce 
groupe. Dans une certaine mesure, cette revision a été réalisée avec 
succès pour les questions de thermodynamique et de rayonnement (‘), 


(1) M. Puanck, Zur Dynamik bewegter Systeme (Berliner Berichte, 1907, p. 54) (et 
aussi Ann. d. Phys., t. XXVI, 1908, p. 1). 
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pour les phénomènes électromagnétiques, et enfin pour la Mécanique 
avec maintien de la notion de masse ("). 

Dans ce dernier domaine, la première question qui se pose est la 
suivante : Si une force de composantes X, Y, Z suivant les axes de 
l’espace agit en un point P de l'univers P(x, y, 3, t) où le vecteur 
vitesse est æ, y, 3, ¢, que devient cette force dans une transformation 
quelconque du système de comparaison ? 

Nous avons actuellement des données sûres relativement à la force 
pondéro-motrice dans un champ électromagnétique, dans des cas où le 
groupe G, doit être forcément admis. Ces données conduisent à la règle 
simple : Par un changement du système de comparaison, la force donnée 
se transforme dans les nouveaux axes de coordonnées de l’espace en une 
force, telle que le vecteur de composantes 


IN RLY, EL, CEE. 


vo3(2x+ty+2z) 
CNG t t 


est le quotient par c? du travail de la force au point de l'univers, demeure 
invariant. Ce vecteur est toujours normal au vecteur vitesse en P. Un 
tel vecteur force correspondant à une force en P s’appellera vecteur 
force motrice (bewegender Kraftvektor) en P. 

Faisons maintenant décrire la ligne de univers passant en P par un 
point substantiel de masse mécanique constante m. Le produit par m 
du vecteur vitesse en P sera dit le vecteur impulsion en P; le produit 
par m du vecteur accélération en P sera le vecteur force cinématique 
(Kraftvektor der Bewegung) en P. D’aprés ces définitions, la loi qui 
exprime comment s enr le mouvement d'un point matériel sous 
l’action d’une force motrice donnée s’énonce (?) : 

Le vecteur force cinématique est égal au vecteur force motrice. 

Cette proposition exprime en même temps les quatre équations re- 
latives aux composantes suivant les quatre axes; on peut considérer 


(1) H. Minkowsk1, Die Grundgleichungen für die elektromagnetischen Vorgänge in 
bewegten Kérpern ( Géttinger Noche 1006 D DD): 


(2) H. Minkowsst, loc. cit., p. 107. — Voir aussi M. PLANCK, Verh. d. Physik. Ges., 
t. IV, 1906, p. 136. 
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la quatrième de ces équations comme une conséquence des trois pre- 
mières, puisque les deux vecteurs cités sont normaux au vecteur 
vitesse. 
D’ après la signification indiquée de T, cette quatrième équation 
exprime sans aucun doute le théorème de l'énergie. On définit l'énergie 
cinétique d’un point matériel le produit par c? de la composante du 
vecteur impulsion suivant l'axe des t. Son expression est 


c’est-à-dire, après suppression dela constante additive mc?, l'expression 


I a £ : : i NO 
; mv* de la Mécanique newtonienne, en négligeant les grandeurs de 


l’ordre de = - Ainsi apparait d’une façon évidente la dépendance qui lie 


l'énergie au — de comparaison. Mais, d’autre part, puisqu’on peut 
prendre pour direction de l’axe du temps celle d’un vecteur temps ar- 
bitraire, le théorème de l’énergie exprimé pour tous les systèmes de 
comparaison possibles donnera le système complet des équations du 
mouvement. Quand on fait le passage à la limite discuté pour ¢ = +, 
cette remarque conserve encore son importance pour l’axiomatisation 
de la Mécanique newtonienne, et c’est dans ce sens que M. J.-R. 
Schütz (') l’a utilisée. 

On peut d’abord choisir le rapport de l’unité de longueur à l'unité 
de temps, de facon que la limite naturelle de la vitesse devienne ¢ =1. 
Introduit-on, en outre, ÿ—14—s à la place de 4, l'expression diffé- 
rentielle 

dr? = -— dx? — dy? — dz? — ds° 


prend une forme symétrique ena, y, 3, s et cette symétrie se conserve 
dans chaque loi qui n’est pas en contradiction avec le postulat de l’uni- 
vers. On peut ainsi revêtir ce postulat d’une forme mathématique très 


co  — ———Ï  Û 


(1) J.-R. Sonÿrz, Das Prinzip der absoluten Erhaltung der Energie (Güttinger Nachr., 


1897, p. 110). 
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expressive à l’aide de la formule quelque peu mystérieuse 


3.10tkm—Y—asec. 


Ve 


Les avantages résultant du postulat de l'univers ne peuvent être éta- 
blis d’une manière plus convaincante qu’en indiquant l’action due à 
une charge ponctuelle animée d’un mouvement quelconque, d’après la 
théorie de Maxwell. 

Considérons la ligne d’univers d’un tel électron ponctuel de charge e, 
et introduisons le temps propre 7 à partir d’une origine quelconque. 
Pour avoir le champ produit par l’électron en un point de l’univers 
quelconque P,, construisons le cône antérieur relatif à P (fig. 4). Il 


Fig. 4. 


Ss 
eu 
yw 


rencontre la ligne de l’'univers illimitée de l’électron, car la direction 
de cette ligne est en tout point celle d’un vecteur temps, et il la ren- 
contre visiblement en un seul point. Nous menons en P la tangente a 
la ligne de univers et abaissons de P, la normale P,Q sur cette tan- 
gente. Soit 7 la mesure de P,Q; d’après la définition d’un cône anté- 


. re 
ricur, = sera la mesure de PQ. Le vecteur de direction PQ d'intensité 


satiné À. | 
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e ? — ; : 
> fournit par ses composanies suivant les AXES X, Vs rad le potentiel veclo- 


riel multiplié par c et par sa composante suivant l'axe des t le potentiel 
scalaire du champ produit en P, par e. Cet énoncé comprend les lois 
élémentaires énoncées par A. Liénard et E. Wiechert ‘eae 

De cette construction du champ produit par l’électron, il ressort: 
ensuite que la distinction du champ en force électrique et magnétique 
est essentiellement relative et dépend de l'axe du temps choisi: le plus 
clair sera de considérer simultanément les deux forces, comme l’on 
fait en Mécanique dans le cas d’un torseur, bien que l'analogie qui se 
présente ne soit pas parfaite. 

Je vais maintenant parler de l’action pondéro-motrice exercée par une 
charge ponctuelle animée d’un mouvement quelconque sur une autre 
charge ponctuelle aussi en mouvement. 

Imaginons par le point de l’univers P, la ligne de l’univers d’un 
deuxième électron ponctuel de charge e,. Nous déterminons P, Q, r 
comme précédemment; construisons ensuite le centre de hyperbole 
de courbure en P, enfin abaissons la normale MN de M sur la parallèle 
a QP, passant par le point P. Nous fixons alors un système de compa- 
raison d’origine P de la façon suivante : l’axe des z suivant PQ, l’axe 
des x suivant QP,, l'axe des y suivant MN; l’axe des = est déterminé 
comme normal aux axes £, x, y. Soit L, V, z, tle vecteur accélération 
en P, a, Y; z, tle vecteur vitesse en P,. Le vecteur. force motrice exercé 
par le premier électron e en mouvement quelconque sur le deuxième élec- 
tron en P, aura pour expression 


— ce; (2) 
c 


les composantes K,, K,, Kz, K, du vecteur K étant liées par les relations 


3 


CUNO OAS om K,=0; 


~ (1) A. Litwarp, Champ électrique et magnétique produit par une charge concentrée 
en un point et animée d'un mouvement quelconque (L’Eclairage électrique, t. XVI, 1898, 
p. 5, 53, 106). — WiecHERT, Electrodynamische Elementargesetze (Arch. néerl., 2° série, 
t. V, 1900, p. 549). 
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Le vecteur K est en outre normal au vecteur vitesse en P,, dépendant par 
cette seule circonstance de ce dernier vecteur vitesse. 

Si l’on compare avec cette proposition les énoncés connus (! ) de la 
loi élémentaire relative à l’action pondéro-motrice de charges ponc- 
tuelles en mouvement l’une sur l’autre, on ne peut ire d’ob- 
server que les rapports qui entrent en considération ici dévoilent 
l'entière simplicité de leur mécanisme intime dans les quatre dimen- 
sions, mais n’admettent dans un espace à trois dimensions fixé au 
préalable qu’une projection très confuse. 

Dans la Mécanique réformée conformément au postulat de univers, 
on voit disparaitre d’elles-mémes les discordances qui troublaient 
l'harmonie entre la Mécanique newtonienne et l'Électrodynamique. Je 
veux encore dire un mot de la facon dont se comporte la loi de l’attrac- 
tion newtonienne par rapport à ce postulat. J’admets que, si deux 
points matériels m, m, décrivent leurs lignes de l’univers, m exerce 
sur m, une force motrice donnée précisément par la mème expression 
que dans le cas des électrons, avec cette différence que — ee, est rem- 
placé par + mm,. Considérons maintenant le cas particulier où le vec- 
teur accélération de m est constamment nul; nous pouvons alors 
prendre ¢ de telle sorte que mm soit considéré comme étant au repos, 
m, étant seul en mouvement sous l’action du vecteur force motrice 
provenant de m. Modifions maintenant ce dernier vecteur par l’intro- 


2 


duction du facteur 4, — 1/1 — = qui jusqu’aux grandeurs de l’ordre 
5 se réduit à 1. Alors, on voit (?) que, pour les positions æ,, y,, 5, de 
m, et leur marche dans le temps, on retomberait précisément sur les 
lois de Képler; seulement à la place des temps £, interviendraient les 
temps propres 7,. A partir de cette simple remarque on peut constater 
que la loi d’attraction proposée qui est liée à la nouvelle Mécanique 
n'est pas moins bien appropriée pour l'explication des observations 
astronomiques que la loi d'attraction newtonienne liée à la Mécanique 
newtonienne. 


LEW ———————— 


(1) K. SonwarzscHiLp, Güttinger Nachr., 1903, p. 132. — H.-A. Lorentz, Enzykl. 
d. math. Wissensch., art. V, 14, p. 199. 
(2) He Mixkowski, loc. cit., p. 110. 
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Les équations fondamentales pour les phénomènes électromagné- 
tiques dans les corps pondérables se rattachent entièrement au postu- 
lat de l'univers. Il n’est pas même nécessaire, ainsi que je le montrerai 
ailleurs ('), d'abandonner les conséquences que Lorentz a tirées de 
ces équations en se basant sur les conceptions de la théorie des élec- 
trons. 

Le postulat de relativité, admis sans exception, pourra, je crois, 
devenir pour l’univers le noyau d’une représentation électromagné- 
tique qui, trouvée d’abord par Lorentz, développée par Einstein, peu à 
peu maintenant apparaît en pleine lumière. Le développement des 
conséquences mathématiques conduira à des vérifications expérimen- 
tales suffisantes, et par là même ceux qu’effraie ou que chagrine l’idée 
de changer quelque chose aux vieilles conceptions habituelles pour- 
ront se réconcilier avec lui, à la pensée d’une harmonie préétablie 
entre la Mathématique pure et la Physique. 


(1) Nous devons à l’obligeance de M. le D' Born, un élève de Minkowski, les ren- 
seignements suivants : Minkowski n’a pas eu le temps de rédiger ses recherches sur le 
problème ici indiqué ; on a cependant trouvé dans ses papiers un assez grand nombre de 
Notes qui permettront probablement d'exposer une partie de ses idées. Dans d’autres 
directions, la théorie de Minkowski est appliquée et développée dans des travaux qui 
paraitront prochainement. La Mécanique au sens du postulat de l'univers est étudiée 
par Philippe Frank (Wiener Berichte), la théorie des corps solides et celle de l’électron 
solide par Max Born ( Ann. der Phys.). 

(Note des traducteurs. ) 


_——_———— 000 ae 


(~ eo 
mes 


7 _ ’ L À | + 3 
= + wi eu ae bat al 200 i at f 
_ 7 = gem i" C2. 
-Lésarmine lait 


di To 


V, «4 rod? LL 


NOUVELLE MÉTHODE D'INTÉGRATION 


D'UN 


SYSTÈME DE 7 EQUATIONS FONCTIONNELLES 
 LINÉAIRES DU PREMIER ORDRE 


DE LA FORME 


er 


Ui(s)= D As(z) U/ fle); 


1=1 


Par M. Lucien BOTTCHER, 


Docteur ès Sciences, Assistant de la Chaire de Mathématiques 
à l'Ecole Polytechnique à Lemberg. 


Introduction. 


Le but du travail présent est la solution générale d’un système de 
n équations fonctionnelles, linéaires, homogènes, d'ordre premier, 
dans lequel interviennent 7 fonctions inconnues 


NUE) UC), 


- donc de la forme 


JET 


U;(2) = > A;(s) ULF (s)] CU eee 


J=1 


et cela dans le cas favorable de la connaissance d’une solution parti- 
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eulière quelconque de l’équation fonctionnelle élémentaire 
Bf(s)=h B(s), 


dans laquelle À possède une valeur arbitraire de module moindre que 
l’unité 
AE: 

Nous pouvons faire ici la remarque que la région d’applicabilité 
des règles que nous exposerons dans la suite grandit au fur et à me- 
sure de l'extension de nos connaissances concernant les équations 
fonctionnelles élémentaires 


(1) C f(z) =C(2), 

(2) B f(s) =AB(s), 
(3) A f(s) =A(s) +4, 
(4) Df(s)=[D(<)]", 


et surtout de la seconde d’elles, et qu’elle comprend aujourd’hui, sans 
aucune restriction, les cas 


Az+B 
f(s) =As+B, (=> Vice kao 
S(4)=9[Ao-1(4) +B], f(z) =e[Ae",(s)], .. 


où + est une fonction arbitraire de forme connue. 

Cette région comprend même les autres cas, sous certaines condi- 
tions bien connues, des travaux de Keenigs, Grévy, Leméray, Léau et 
que nous avons sommairement exposées dans notre étude intitulée : 
Bases du calcul ttéraire (Prace matematyczno-fizycsne; Varsovie, Red. 
S. Dickstein, t. XII, 1901, p. 97, 8 2; p.09; S 4; art. 2: pide fsa, 
art. 2; t. XIII, 1902, p. 368, théorème V). 

On y a fourni les éléments nécessaires à la construction de la fonc- 
tion B(z) sous la forme d'une équation fonctionnelle 


m f(s)-+-1= E(2). 


? .,e A . . 
Avant d’aborder l'exposition de notre méthode, nous introduirons 
les abréviations suivantes, souvent en usage dans la suite. 
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Nous écrirons 


si au lieu de Se); 
Bo » TIENNE), 
Ss » JSF 2) =Sfe( 2) =Sfs(2), 


Nous admettons encore que le déterminant 
A(z) =) © An(s) An(z) ... Aun(s) 


n'est pas identiquement nul. 


4. Déduction des formules 
J=n 


Us(s) = A;jr(s) Uj(zr) 


J=1 
ie Ope ee . 1 Os lt, FP... 5 Th) 


Au système donné de n équations fonctionnelles 


J=r 


(1) MES Ay(z)U;(3)  (é—1,2,...,n), 


1=4 
correspond un système inverse de la mème quantité d'équations fone- 
tionnelles, représentable par 


j= 


(2) MANIA ON EE J), 


j=1 


et qu’on peut trouver de la manière suivante : 
Désignons par d;;(z) le mineur de l'élément A;;(z) de la matrice 


bee (z), cers Ain (3), 
Am (4), ….) AUS): 


Résolvant le système (1) par rapport aux U;(z), nous obtiendrons 
Ann. Ec. Norm., (3), XX VI. — DÉCEMBRE 1909. 66 
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alors 

(21) Us yay HU) 
d’où ta 

(2") Feet Ue ay 
done ad 


Lt} TS 


Nous concluons des formules (1) que 


(3) Ui(s)= D Aag(2) Ani(31) As y(sr-s) Uy (7). 


Tac frag 


Des formules (2) nous concluons que 
152,5 out 
el 
(4) Dé= ù BG) AG) Ty 4) UE) 
Ja -eodr tel 


Nous combinons ces deux expressions sous la forme 


j=n 


Uy(s)=Ÿ Avie) Uy( Zr) 


ot 


dans laquelle r accepte soit les valeurs positives 1, 2, 3, ..., alors 


4... : 
Mijar(2)= À Au(3) Ay, (41) Ag (re); 
Jas or 
soit la valeur o, alors | 
| 5 quand 2-7, 


À; ; BI 
Ke) | quand ¢>/7 ou i<j; 


soit les valeurs négatives — 1, — 2, — 3, ..., alors 


Ai, Sh) => mis z) Ljy, (4-1)... Dy (3-41). 


à. 
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2. Théoréme fondamental. Démonstration formelle. 


B(s,) =A B(s), 


Supposons que nous avons déjà résolu l'équation fonctionnelle 
| [kl <1, 


31 JUS). 
Cet algorithme B(z) nous permettra précisément de résoudre notre 
nelle 


système d'équations, et cela au moyen du théorème suivant : 


THÉéORÈME. — Si la fonction B(s) satis fait à l'équation Jonction- 
les fonctions 


B(z,)=AB(sz), 


r=+o 


U;z ( 3) = 


J — 00) 


> hr°+21r A;xr(s)[B (s)}?" 


r=+ @ 


as = i.(s) 
> A420 TBs) p27 


l etant une constante arbitraire, 


scales Rhin Dp 
tionnelles 


nie OF 
fournissent n solutions indépendantes de notre système d'équations fonc- 


Jar 


Us(z) = > Ay (2) Uy (21) eat PD mete AB ON 
j=1 

DEMONSTRATION FORMELLE. — À. Discussion des numérateurs. — Ana- 
lysons l'expression 
(1) 


TI=SET-00 
EI 
— 


r= — © 


in(S) = > hair À ,,(3)[B(z)l?. 


Déterminons dans ce but l’expression 


PSS OF oe et 0 
\ nl \ 

Z) in ( 54) = 
j=! 


AM?!" À; (2) À jer (1) |B (a1) F7. 
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Puisque B(s,) = AB(z), nous en obtenons 


Nd Sm ad 


(3) He) > hr°+tr R27 À ;;(3) Ajer(4,) [B(z)F". 


jt Ge Bey 


Cherchons la signification du terme 


j=n 


(4) SD Au (2) Arai). 


La substitution de z, à 3 dans 


j=n 
U;(3)=Ÿ Ay-(s) U;(27) 
j=i 
nous donne 
j=n 
(5) Us(41) = >) Ars) Uj (re), 
J=1 
qui, introduites dans 
J=A 
(6) U,(s) = > A;;(z)U;(z), 
J=1 
fournissent 
Loue ntss 76 
2) Ui(s) =D) Aus) Ars) Us(srn). 


Ik 


, a ‘x. 
D'autre part, nous avons aussi 


k= 
Ui(z) = Agere s) Un ened), 
k= 
done 
j=n 
= 
(9) > Aes (2) Ayan (41) — AYE yi 2s 


j=) 
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La formule (3) est susceptible donc de prendre la forme 


1'=+ © 
(10) Hi, (3) — D heer)? À; 3,41 (3) [B(z)]” 
es 
— > RO À es) [B(z)}" 
= 
D CR (2) (Bie) (BCs) 3 
AT EN 7 —+ 00 
PC ON ER EE A ES (2) 0 B(s) por) 
ns 


=[B(s)]-2h-!-% D: hr A pr (2)[B(3)P7. 


r= — © 


Nous avons done 


1 = + © 


(11) Hie (5) =[B(s)] thot Sh!" Kine) [B (3) 


= Bite ile Rein, (2) 


J=n 
> Az) (s,)=Hy(s)=[B()T AT; (2), - 
j=1 

et en dernier lieu 


= un 


(12) Danses) Br em (2); 


j=! 


qui est la propriété fondamentale des numérateurs 


;e(3) Mt SRM UE LD 2, ay 1) « 
2. Discussion du dénominateur commun. — Examinons l’expres- 
sion 
1'=+ @ 
(13) SAS er Bia 
r=—-® 


qui nous donne 


(14) Hs) > A+ (B(z,)]" 


526 LUCIEN BOTTCHER. 


1 —= + 


(15) (si) > Rens bie) 7 


== 0. 


r=+0 


= > kr TB(s) Pe 


r=— 


= #0 
— D Alr+1)?+21(r+1) yee LBis) PE [B fz) | 


r=—0 
=== 0 


= (Bz) [Vig > RH) [B (3) 12770 


oe 


==(B(2))= h—1-2t > heir 7 B(s)]?, 


c’est-à-dire 
(16) 2) (BAT ae (2) 


propriété fondamentale du commun dénominateur. 


3. Conclusions définitives et démonstration du théorème fondamental. 
— Vu les formules (12) et (16) 


j=n 
D Ai)(2) Bx (4,)=[B(s)]-? A174 E,, (2), Er) [BEN 7A Ee), 


j=1 


nous obtenons 


ro 
jar ae > Au 3) Bye (41 
=, =(51) (ci) [B(s) = a! E(z) 
ou bien 
ae 
A; £ pal LAC: rm Su(s), 
2 (3) D BG 
J=1 
I=R ae 
DETO Uji (41) = Ux(z), Ur (4) => A;;(2) Ujx(s); G. Q: FD) 


j=1 7x4 


Les 
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” 


3. Discussion au point de vue de la théorie des fonctions du théorème 
fondamental. Problème de la convergence des séries intervenant 
dans le théorème fondamental. 


1. Convergence en un point arbitrairement choisi : z — CG — Admet- 
tons que pour une certaine valeur de s — % correspond une telle série 
de valeurs 

Sie Cee, 


bg WiGaehorets C= (€), 


qu'aucun des nombres A;;(4,) ne soit infiniment grand, ni qu'aucun 
des nombres A(&,) ne soit nul. 


Remarque. — La première condition doit avoir lieu pour les va- 
ENTENDRE OCT... +-90, -la seconde seulement pour 
Pi, ee =, ( 

La première de ces conditions, eu égard à l’équation (2”), à l’article 
premier et aux remarques qui le précèdent, nous garantit que les 
expressions 


A(¢,), di;(C,) (NRC Dole UE.) co) 
sont finies; la seconde, que le même cas a lieu en ce qui concerne les 
expressions 


d;;(f,) 
A(G,) 


ensemble done elles nous donnent la garantie que les expressions 
Ai; (Zr), L;;(z_,) (= 0; I, 2, On 2) 


sont finies. 

Il en résulte l’existence d’un nombre M(C) différent évidemment 
pour chaque valeur €, tel que le plus grand des nombres |A;;(€,), 
|L;(¢,)| sera au plus égal à M(C). Écrivons pour simplifier 


M(¢)=M. 
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L'expression 
1,...,7 
Age D A) Aas, (41) Aa) «+ Ag (ra), 
D et 


comprenant »” termes, nous apprend que |A;;,(:)| (Mn), de même 
que l'expression 
Dee 7 
Arret) Lt )L (ES )L te)... Li (sn) 


Ja fosee. Jr] 


contient la mème quantité n” de termes et sera 


BS, [Ang —r(s) |< (May. 
La série 


r=+0 


> hr [B(<)]" 
= — 0 
du dénominateur est, ainsi que nous l’apprend l'analyse, convergente. 


En effet, faisant usage du premier critère de Cauchy dans les deux 
parties de cette série 


r=+ 0 F = © 
> kr [B(3)]7 + > R°-2r[B(2)]-*, 
r=” rt 


nous obtenons de la premiere partie 
him TAPER CS) = | Bs) im he [24 —o. 
De la seconde 
lim VTA" B() = | BCs) [lim | 74 | = o. 


Au numérateur nous avons la série 


rote 
>: hair A(z) [B(z)]}" 
ra+e r= 
= OBS POINTE A 
A) 


== 


Ay 
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Les termes de la première partie ont des valeurs absolues moindres 
que 
| h Pr Mn Wie | B (3) de 


ceux de la seconde des valeurs moindres que 
HORS COMICS) Er, 


Ces deux séries formées par les valeurs absolues de termes supé- 
rieurs à ceux des séries examinées sont convergentes, leur somme 
eo ipso le sera de même, done la série du numérateur est absolument 
convergente. 


2. Convergence à l'intérieur d'un domaine defini dans le plan de la 
variable complexe. — Supposons que la variable prenne toutes les 
valeurs possibles remplissant d’une manière continue l’aire d’un cer- 
tain champ fermé T,; les éléments correspondants Z, rempliront cer- 
taines diversités (Mannig faltigkeit) T,(r = — +, ..., +). 

Admettons que le champ fermé T,, ainsi que les diversités 


r r] r ia bl al 
219 EL 3) T 29 T 13 Ty; re Tis, TS 


ne sortent point au delà d’un certain domaine fermé ©. Ce fait est 
susceptible à notre imagination sur la sphère de Neumann. 

Si, à l’intérieur du champ 6, A;;(z) est fini, et que A(z) diffère de 
zéro, il existe un tel nombre M dépendant évidemment de 0, que 


[A;;(z,)| <M(0), | Li; (4,-)| <M(8). 


Si cette condition n’était pas réalisée, nous décririons des cercles 
de rayons suffisamment petits autour des pôles des fonctions A;; (=) 
situés à l’intérieur du champ © ainsi qu’autour des points zéros de la 
fonction A(z), de méme qu’autour de toutes les itérations positives ou 
négatives à exposant entier de la base /(z). Si nous désignons par &, 
é’, ... les points critiques de première espèce [pôles des fonctions 
A;;(s)], par 7,7’, ... les points critiques de seconde espèce [points 
zéros de la fonction A(z)], il nous faudra alors décrire des cercles de 

Ann. Ec. Norm., (3), XXVI. — DécEMBRE 1909. 67 
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rayon o suffisamment petit, bien que fini, des points 
En aes weg Gin Nive tee (r=—o%, POLO) + ) 
comme centre. 


St nous parvenons de la sorte a éliminer du champ 9 une certaine 
diversité 9, alors, à l’intérieur de cette dernière, notre condition serait 
remplie (réalisable). 


Si un point © appartient à la diversité 9,, nous sommes alors en 
état de trouver un rayon R, tel que le cercle de ce rayon, décrit du 
point € comme centre, ne contient pas dans son étendue de points 
n’appartenant pas à la diversité 0,, et que cela ne peut avoir lieu que 
tout au plus sur la circonférence. Si le rayon maximum correspon- 
dant R diffère de zéro, nous obtiendrons de cette façon un champ cir- 
culaire, continu, de convergence des expressions contenues dans le 
théorème fondamental. Si la valeur maximum R était zéro, le point € 
pourrait être un point singulier des expressions intervenant dans la 
formule fondamentale, et pour str il en serait un, si nous voulions 
développer ces expressions en séries ordonnées suivant les puissances 
entières positives de (z — €), ce que nous ne désirons pas ici, nous 
satisfaisant de la convergence absolue des développements de la for- 
mule fondamentale. 

La seule difficulté qui résulterait en un tel point ¢ de la supposition 
Ra = 0 consislerait dans l’impossibilité de décrire, du pointé comme 
centre, un cercle de rayon fini limitant la convergence uniforme des 
séries Intervenant dans le théorème fondamental. 

I] nous faut observer de suite que la construction des champs de 
convergence continue des expressions du théorème fondamental est 
jointe à de grandes difficultés et, en général, n’est point encore réso- 
luble avec les moyens dont la Science dispose actuellement, en ce qui 
concerne la convergence des itérations. La difficulté principale con- 
siste en l'impossibilité de constater, a priori, s’il nous est possible de 
déduire d’un champ continu 4 une diversité continue (Mannigfaltig- 
keit) par la méthode exposée d’exclusion de ce domaine, ou bien est: 
ce qu'une telle construction (un tel procédé) est impossible. 
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Dans le cas où nous nous contentons du postulat d’une convergence 
absolue des développements connus, c’est-à-dire dans le cas où nous 
n’exigeons pas leur convergence uniforme, nous pouvons utiliser de 
la maniére suivante les propriétés connues de la fonction 


B(z)=> mod B(z) e/a (=), 


Résolvons l’équation A;;(z)— + et désignons par ety act oe 
ses racines; de même désignons par 7/, 4’, 7", ... les points corres- 
pondant aux solutions de l’équation A(z) =o. 

Résolvons l’équation fonctionnelle ù 


B f(z) =AB(z) 


en admettant pour / une valeur réelle, positive, moindre que l’unite. 
Tracons les courbes 

arg B(s) = arg B(é;,), 

a ) =arg B(£;), 


arg B(z) = arg B(n’), 
arg B(z) = arg B(n’), 


iy) Wi wis) o\telrene nr ele ad ee ne acte 


Comme nous obtenons la formule 


BY) = B (ET, 


Bf,A2) = kh" Bes} CET a bis al hte an veu), 


done puisque h est réel 
arg B f,(z) = arg B(z), 
et si le point z n’appartient à aucune des courbes définies plus haut, 
nous n’aurons, pour aucune valeur entière de zn, 
teat ou ine) Sm CR toi eieh pais Dy ape ins 
donc A;;(z,), A(z, ) seront finis 


Ces courbes, passant par les points &;,, &;;, ..., n', 1", ..., et par 
toutes leurs itérations à exposants entiers, diviserontle plan numéral, 
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ou bien une certaine partie de ce plan, en rubans curvilignes ne conte- 
nant plus de points critiques de l'espèce £ ni de l'espèce n. Si ces 
courbes ne se succèdent pas à des distances infiniment petites, il est 
possible de trouver une certaine quantité de tels rubans, que nous 
pourrons inscrire en leur intérieur des cercles à rayons finis. L’aire 
d’un tel cercle constituera un champ continu du plan numéral possé- 
dant la propriété que pour chaque point © de cette aire nous avons la 
certitude que 


[A;;(2r) | 


? . 2 
[A(z,) FF < qu'un certain nombre fini H. 


Ce nombre H peut croître infiniment seulement en même temps que 
le rayon r du cercle au centre au point € croît jusqu’au contact avec la 
plus proche des courbes que nous venons de définir, 


arg B(z) = arg B(é), 
ou bien 
arg B(s) = arg B(n). 


Ce champ sera aussi eo zpso un des champs continus, de conver- 
gence absolue, des développements intervenant dans le théorème fon- 
damental. 

Lorsque les fonctions A;;(2) et ce qui s’ensuit de la fonction A(z) 
sont des fonctions algébriques de la variable z, alors les équations 
A;;(z) =~, ainsi que A(z) — 0, ont une quantité finie de solutions 
c . Se . , ‘ 

Gi et n; cette éventualité est eo rpso assurée. 
| Lorsque f(z) = az, la fonction B(z) = 2° résout l'équation fonc- 
tionnelle 

B(z)=2AB(:), PERS 


car alors effectivement 


BU 2.) == (@z)°= o's" — hath Be): és Ono. D 


al = 2 e [al 72 he 
Si nous avons aux points cis Bip emul eee 


[EJ=R(E),  arg(~)=o(E), [n[—=R(n),,  arg(n)—=o(n), 
ER arg(z)=9, 


Er 
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explicitement —- 


É—R(E) er, n= R(n)erm), Re 
Cou RP le 1,0, oa 1), 
Vi a aks b = a; + ai, 

B(s) = 56 = (Re?) +at = (Ra e- 4?) eltslogR+a,9)i, 


les courbes cherchées adopteront la forme 


11 


az logR+ ao =a, log R(é) + a 9(€), dy jr es 
a, logR+ a,9= a, log R(n)+ a, o(n), MS as Gee 


Ce seront des spirales logarithmiques passant par les points 
ea, arp qe CR lt, 2, ..., R), ENT 


S'il existe une quantité finie de points ses oe wae) der. COQUL 
est possible, par exemple, avec des fonctions algébriques pour A;;(z), 
A(z), ou bien dans le cas que ces points composent une diversité 
(Mannigfaltigkeit) discontinue, ce qui de nouveau a lieu dans le cas 
des fonctions transcendantes connues (fonctions analytiques), sauf 
certaines fonctions transcendantes singuliéres, les courbes obtenues 
ferment une certaine quantité de rubans curvilignes examinés plus 
haut. 

Dans le cas que la fonction 


f(z) = ast, 


où b est un nombre réel, positif, supérieur de l’unité et que les fonc- 
tions A;;(z) A~'(z) ne possèdent pas de pôles à l’intérieur du champ 
|z|<1, dans ce cas, sans aucune discussion, l’aire|z|<1 constitue le 
champ de convergence, aussi bien absolue que continue, des dévelop- 
pements du théorème fondamental. 


4. Rôle de l'indice arbitraire À dans le théorème fondamental. 
Construction des solutions. 


1. Determinant de la matrice de systèmes de n solutions générales. — 
Analysons maintenant le rôle que jouent les indices # dans les expres- 
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sions 
Sone TOILE 


U;:(z) = = nr ? 


» hr [B (2)? 


J'—=— © 


[Ux (3)! => = Uns) Ui (=) Ug ls) Ate 


Le déterminant | U;,(2) | diffère de zéro. 
Dans le cas contraire, on peut trouver de telles expressions E;(s) 


que 
k= 


> Ex(z) Ux(z)= 0 HS, RAT), 


kat 


mais cette somme a la valeur 


rote ven 
> ArT B RS Aixr(z) Ex(z) 
T—=— 0 — ; 
D hr°+21r [ B (SH 


D'autre part, nous savons que les déterminants 
[Ax(z)} [Lux(s)] 
diffèrent de zéro, et que des équations 
A;p1(s)= A;z(z) As she: (0e) 


C=n 
Aja (4) Ag x (41) A; x,—2(%) === > Ain: (=) Lo,:(5 1) 


O—= 


> 
= 


> 
il 
LA 


G=1 GX 
G=n C= 
A; k 3(5) = À ;,5,2(3) A5,x(22) Aie ele) => À ;,6,-2(3) Lex (22) 
Gree GA 
C= O=h 
Ag eye) > À ,0,3(3) Ao,x( 53) A jt =, À ;,6,-3(5) Ls.(5 3) 
= OT 


a 


epee Se QU BS ae oe bo de de vole Se see CRT 


A es alone arene 6 Oe als oe, a Ve te) ele + se 1e: 
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découlent les relations entre déterminants 


. | A;}(3r_1) ? 


one | Au(2)| Aue) |fAu(s) | 
[= ce (z) | | Liz (21) | | Li; (4- ne Lif ones) le 


Agnes (é ) 


Le déterminant | A;,,(z){ ne peut pas donc identiquement dispa- 
raitre; donc toutes les expressions 


D Aver(z) Ex(z) Ue at erent 0, ..., F100) 


ET 


ne peuvent disparaitre simultanément, de quoi découle en dernier lieu 
que tous les termes 


k=n 


> Ex(s) Ue (4) 


Ve 


ne peuvent s’annuler simultanément. 

La matrice obtenue de n solutions est done complète, c’est-à-dire 
nous fournit la possibilité de la déduction d’un système général de 
n solutions. 


2. Low fondamentale : 


TuÉORÈME. — Afin de construire une solution complete et générale 
du systéme de n équations fonctionnelles, linéaires, 


j=n 


U;(2) =>) As) U,(51) (Tah > oy It) 'y 


TA 


nous lui ajoutons le système réciproque 


U(a)=S LE 02) (d=, 2,-5.0), 


dans lequel A(z) représente le determinant 


{ Ais(2) | = >) Æ Ans (2) Age(5) . Ann(z), 
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d;;(=) le mineur du membre A;;(z); dans ce déterminant l'introduction 


nous permet d'écrire le système réciproque sous la forme 


j=n 


Ui(s) => Lj; (4) Uj (2-1) (i= Ty Bo eee 


j=1 
Puis nous formons les deux tables de formules 


1, quand i—=7, 


Ai, j,o(8) = 0, quand 77 0u 7=7, 


À; 7,1(4) = Ai; (3), À ;,5,-1(3) =Ly (8), 


seed 


1, 
À;,5,+r(3) = > Ajia,(4) Ao,,o,(41) À 5,,6,(22) RCE À 5,_,,07_(2r—2) Ac; (3), 
D. = 


Tr 


À;,j,-r(3) = > L;,5,(5) Lo,,5,(5-1) Lo,,0,(5-2) spats Lo,_,,0,4(4-r+2) Loa (S_r+1). 


O4,+ Ori 


Nous introdusons n fonctions automorphes envers le groupe d'itéra- 
tons à exposant entier de la fonclion f(s), choisies de la façon la plus 
arbitraire, 

GUN CG (a ACTA 


Enfin nous introduisons la fonction B(3) assujettie à la condition 
B(z,)=hA B(z) (@ =< NET 


Nous obtenons la solution complete cherchée sous la forme 


—s Poi | 
je ge) LB 
U,(s) =) 2 ¢(); 
BS eer pene 


ae 


l'est une quantité arbitraire. 


INTEGRATION D'UN SYSTÈME DE 7 EQUATIONS FONCTIONNELLES, ETC. DBF 


5. Discussion de la loi fondamentale, envisagée du point de vue 
de la théorie des fonctions. Probléme des points singuliers. 


Le théorème fondamental nous a fourni une série de fonctions trans- 
cendantes résolvant le Système d'équations fonctionnelles donné. 
Après avoir constaté la convergence des développements trouvés, la 
discussion au point de vue de la théorie des fonctions des solutions 
obtenues s'impose en première place, savoir la recherche : 


1° Des points zéros : 

2° Des points non essentiellement singuliers ; 

3° Des points essentiellement singuliers ; 

4° Des points de ramification (Verzweigungspunkte), c'est-à-dire de 
points déterminant un changement de valeur des fonctions du théo- 
rème fondamental, lorsque la variable 2 tourne autour d’eux. 


I. Le premier de ces problèmes concernant les fonctions 


Pre ae lr [ B ( Z ) ee 


r>=— 0 
est, avec les moyens dont nous disposons à cette heure, irrésoluble. 
Il n'existe pas de points zéros dépendant de 


1=+ oo 


> hr+r [B(£)]"— 0, 


F—=— © 


car une telle relation est impossible, autre part qu'aux points essen- 
tiellement singuliers des numérateurs comme du dénominateur, com- 
pris dans les formules 

B(z)= 0 ou bien B(z)= 0. 


2 = a) 
Ann. Ee, Norm., (3), XXVI. — Déceurre 1909. 68 
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Il faut done rechercher de tels points de l’équation 
DRE TOILE 


Mais nous ne savons pas résoudre une telle équation dans le cas 
général de fonctions A;;(z), /(s) arbitraires. 


© 


2. Nous sommes, par contre, à même de résoudre complètement le 
second problème, sous la condition d’une certaine extension du con- 
cept de la singularité non essentielle, concernant de tels points de la 
fonction U,(z). Analysons l'équation 

l'=+ 
> hr A, ..(3)[B(s) =o. 
ee 

Il est facile de remarquer que cette équation peut avoir lieu, par 
exemple, dans le cas de la divergence de la série du côté gauche. Cette 
derniere cependant est exclue lorsque 


A;;(Zm) (7 =— ©, < dey = OO) 
est fini, de méme que 


AS" (nw) (m=—o,..., —1). 


L'éventualité discutée est possible seulement lorsque A;;(,,) = +, 
ou bien A(y,) = 0, pour au moins un des indices 
(NS OK 5 À 
PY SS BO EE rest CEE Sean hip <0) Uh 
j=1,2, oh ’ ’ i) SI ’ ’ 
9. Construction d'un facteur complémentaire. — Supposons que, 


dans la série de valeurs €_.,..., (,., nous n’avons que des points non 

4 ° ae F sine Gee aoe 4 i . ; 
essentiellement Singuliensi( seas ¢., des fonctions A;;(z); compre- 
nant cette Singularité non essentielle de la manière généralisée sui- 
ante, que nous admettons l'existence d’une telle fonction préalable- 
ment choiste 


Ri(s) = pi(s Cu.) Pas = Cu) se Pr(4 — Cu )s 
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aux points er. CG» Mais, outre cela, en aucun autre point de la série 
PT EN: qui sont finis en tous ces points. Cette fonction R,(z) 
jouit de la propriété que les produits R, (2) A.;(2) seront finis en tout 
point de la série €, .….., C,, et surtout que les nombres 


produit des facteurs de la forme PCs — 4.) disparaissant tour à tour 


Ri (Sy) Ai (Eu) 


correspondant aux équations Ai; (Sy) = différeront de zéro. 

Nous admettons de même que, parmi les valeurs €__, .. UP DUUS 
n'avons que des points non essentiellement singuliers €,,..., G, de la 
fonction A~'(z) Comprenant d’une maniére analogue que plus haut 
cette singularité non essentielle, c'est-à-dire nous admettons l'exis- 
tence d’un facteur 


R(s)= 91(4—&,) ... p(s — Vp )s 


jouant le même rôle envers la fonction A '(z) que le facteur R,(z) 
envers la fonction A;;(z), 


REMARQUE. — Nous adoptons d’une manière générale le facteur qui 
nous donne p(C) =o au lieu de (z—Cÿ, par exemple, pour ne pas 
trop limiter le libre choix des fonctions A;;(s), ce qui nous semble 
d'autant plus indiqué que nous ne pouvons pas, jusqu'à maintenant, 
envisager la fonction B(s) comme appartenant au groupe de fonctions 
nommées analytiques. Nous nous résignons donc d’intégrales analy- 
tiques etnous nous contentons de solutions calculables; c’est pourquoi 
nous rejetons toutes les restrictions qui, n’étant pas utiles, ne sont 
point indispensables. 

Écrivons maintenant 


Ui(s) = RE (aps) à RE (au) Ra (a) R:(2,) U;(z) 


G— + © 


à RE zu)... RE zu.) Ra(sy,)... Ro(s,) 296 À (3) [B(s)]34 


h +210 [B (2) ]?¢ 
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En vertu de 


nous voyons que lorsque z = € l'expression 
Ri (Eu) ++ Ro(Sy,) --- Avo (4) 


s’annulera, car une certaine quantité de facteurs R,(z) constitueront 
avec des facteurs respectifs des termes de la somme Aj,;,() des pro- 
duits finis, tandis que les autres s’annuleront. 

Comme 


ected dira): Ayj,_,(4—a) 
TNO el > Aer ATS) 2 


Ja se lo 
et comme d, ¢(z) est le mineur de l'élément A,8(z) de la matrice 


An(z), ee 9) Ain(4), 


An(s), rs Ann(4), 


c’est-à-dire la somme de produits de (rn — 1) de ces éléments, nous 
voyons que ce n’est qu'après l'introduction du facteur RŸ'(z) que 
nous possédons la garantie d’une valeur soit nulle, soit finie du pro- 
duit RF'(z)d,8(z) en un point singulier. 

Done, lorsque 3 = €, le produit 


REA (Gc) UE CS RAR AE SAT ee) 


sera soit fini, soit s’annulera. Comme les facteurs infinis dépen- 
dant de A;;(¢,) = + forment avec des facteurs respectifs du produit 
RG). Re (QG) des valeurs soit finies, soit nulles, et que de 
même les facteurs infiniment grands dérivant de A(¢,) = 0 se com- 
pensent avec les facteurs infiniment petits du produit R,(G, ). . -Ri(G,); 
nous voyons done que l’expression 


Go=+n 
Rats). RT ' (4p,) Re (4y,) -… R, (4y,) D Arje(s) home TB (ce) 


O—-- 00 


sera pour sûr, au point s =, soit finie, soit nulle. Le point ¢ ne sera 
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done pas un point essentiellement singulier de la fonction U;(z), car 
le produit 


WG ree I (ap, 4 ROE Ce NRC.) ... Ry(zy,) U:(z) 


sera, au point z — €, soit fini, soit nul. 
Ce qui nous donne le théoréme : 


L'ensemble des lieux non essentiellement singuliers des fonctions 
Fe 
Drm (BR (2) 
ne 


V=+ © 


DRE TB CT 


r=—o 


se compose de trots catégories de points qu'on peut dénombrer de la ma- 
niére suivante : 


a. Les racines del ‘équation 


T=+ ao 


D LTA 


EX :) 


Nous ne savons rien d’autre sur ces points, sinon qu'ils sont les 
racines de l’équation 


B(3) =<, (Ê—— 00, ..., +0; 7/=—o,..., +0), 


dans laquelle de nouveau 4; est une des racines en nombre infini de 
léquation 


J°= + © 
yy hr Pr— o, 


7=— © 


Nous ne développerons pas le calcul des valeurs ¢;;, connu du reste 
de la théorie des fonctions elliptiques 9, et représenté sous la forme 


d;; = AB C/ D co 2, HO Jr 00e +: 00). 


3 * gs : , P 5 r a 
Nous nous bornons à signaler que le point € défini par B(6) = 9;; 
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est d'autant non essentiellement singulier envers la fonction U;(z) que, 
outre U;(Ë) =, nous avons en un tel point 


ie CRE? — 0;;| U;(s) 


finie, différente de zéro. 
. / Q N 
Nous disposons, dans ce cas, du facteur complémentaire B(s) — 0;. 


b. Tous les nombres © choisis de sorte que le déterminant 


An(S) -..  Ain(y) 
An: (Sy) * em Ann (Sy) 
soit nul pour certaines valeurs finies, négatives (entières), des indices 


Vis +++) Vp Sous la condition cependant de l'existence d'un facteur com- 
plémentaire de la fonction A~'(z) de forme 


R.(4) = gifs —6,)...g0(s —&,), 


c’est-à-dire d’un facteur s’annulant aux points G,, ..., G,, mais fini et 
différent de zéro en tout autre point de la série C_,, ..., eae. 

Ce facteur complémentaire R,(z) nous garantit en même temps que 
le produit R,(z) A~'(z) aura une valeur finie en tout point de la série 
Eee, Gv, sans excepter les points’, ts, © 


vp? 


Le facteur complémentaire des intégrales U;(z) est donc, au point sin- 
gulier €, 
R(s)—=R:(3)—g1(s — 6,,) ge(z — Cy, Ds 
c. Tous les nombres € choisis de sorte que, parmi les éléments 


Az; (%&) (VEL, Dy 42 NT EM ONE TRUE APRES Ur) 


quelques-uns deviennent infinis, mais seulement lorsque l'exposant ra 
une valeur finie et encore sous la condition de l'existence d'un facteur 


R,(z) de la forme 
Ri(s) = p1(s — Eu) +. pr(s — Eu), 


s annulant aux points Gv sy Éd later e CORTE EE fini aux 
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autres points, qui nous donne la certitude que les produits R,(z) A; 5(2) 
sont finis en tous ces points. 
Le facteur complémentaire au point singulier © de | intégrale U;(z) 
est donc 
R(s)= RP" (s) = pt (2 — Cus) s Py (2 — &,). 


d, Tous les nombres © choisis de sorte que pour certaines valeurs fintes 
entières, négatives, des indices de Lente C,,» la condition indiquée sous b 
soit remplie, le facte:r complémentaire R,(2) est de la forme 


R,(z) = g,(z — Cy,) CP e(z — Cy, )s 


et que pour les indices de eee Cy, la condition indiquée sous c soit rem- 
plie, le facteur complémentaire est 


R,(s) — Pile = Cu.) tae Pr(z — (ae) 


Le facteur complémentaire des intégrales U;(=) en un point non essen- 
ticllement singulier € est donc de la forme 


ie —— ty, T7) R;(2), 
R(z) = pt *(z—y,)... Prat bu) Talent) 2) 5 p(s — Sy, ) 


3. Le troisieme probléme concernant les points essentiellement sin- 
guliers des fonctions U;(z) est résolu par : 

1° Les points zéros de la fonction B(z); 

2° Les points essentiellement singuliers des fonctions A,;(=). 

Le calcul itéraire nous apprend qu’à la première catégorie appar- 
tiennent les racines des équations du type /(3) —/;(z) (M et N 
nombres entiers). 


4. Le quatrième problème concernant les points de ramification des 
fonctions U;;(z) est résolu par : 

1° Les points de ramification de la fonction fondamentale /(z): 

2° Les points de ramification des fonctions A;;(s); 

3° Les points de ramification de la fonction B(z). 

Ces derniers points, dans le cas où ils ne peuvent étre envisagés 
comme appartenant à la catégorie 1°, sont encore inaccessibles aux 
investigations analytiques. 
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